LINEAIRE ALGEBRA

§ 1. Lichamen

Definitie 1. Fen (getallen) lichaam L is een niet*lege verzameling van
complexe getallen met de volgende eigenschappen:

(1) Als a@L en b&L, dan ook a + b&L en abeL,

(2) Als agL en a # 0, dan ook ~a@L en a—lﬁ L.

(3) L bevat minstens één element a # O.

Voorbeelden,

a) De rationale getallen, evenals de reé&le en de complexe getallen vor-
men een lichaam,

b) De verzameling van alle complexe getallen van de vorm z = a + bi&ﬁa
met rationale a en b is een lichaanm.

c) De verzameling van alle re&le getallen van de vorm a-+l)€73 + c\9’2

i3

met rationale co&fficiénten a, b en ¢ is een lichaam.

Definitie 2. Een lichaam L heet een deellichaam van het lichaam K en het

lichaam K een uitbreiding van het lichaam L als LCK.

Ieder willekeurig lichaam is dus een deellichaam van het lichaam van de

complexe getallen.

Stelling 1. Ieder willekeurig lichaam L is een uitbreiding van het lichaam

der rationale getallen Q en bevat dus het getal 1.

. -1
Bewijs. Stel a # 0, agL. Uit de definitie van L volgt, dat ook a @ L en
-1
dus a.a = 1@L.
Met inductie volgt dan dat ook ieder natuurlijk getal m = (m-1) + 1 @&L =
1 m Wm
- — - — ey .
mea L en mC;‘L =5 n@L en n(_,L

Opmerking,
In de moderne algebra wordt een lichaam meestal abstract gedefini8erd als
een niet-lege verzameling L met twee ‘Himaiine algebraische operaties, een

optelling en vermenigvuldiging, die dan bepaalde voorwaarden voldoen.
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(zie colloquium "Groepentheorie en lineaire algebra' 1964/65 blz. 47).

Deellichamen van het lichaam der complexe getallen worden getallen lich-

amen genoemd om ze te onderscheiden van dergelijke "abstracte” lichamen.
Wij zullen ons in dit colloquium beperken tot getallen lichamen, hoewel

een veralgemening van de theorie tot willekeﬁrige lichamen mogelijk is.

§2. ILineaire ruimten

Definitie 1. Een lineaire ruimte of vectorruimte over het lichaam L

is een verzameling V, tezamen met een afbeelding &@: V ® V-»V en een
afbeelding®: L % V=% V met de volgende eigenschappen Ein plaats van
&F(x,y) en® (&,x) (x,y&V, & &L) schrijven wij respectievelijk x + y

en@x
WD x+y=y + X commutatieve wet,
Q2 (x+y)+z=%x+ (y + 2) associatieve wet.

(3) Er bestaat een element 0 @V zodanig dat voor elke x @V geldt
0 +x=x+ 0= x. (0 heet het nulelement van V).

(4) Voor elke x &V bestaat er een element ~x gV zodanig dat x + (-x) = O,
(-x heet het tegengestelde van x).

(5) é(x + y) =alx +4y..

(6) (@ +&)x =@x +fHx.

(7 @Dx = a@x).

(8) 1x = x,

voor alle &, @@L en voor alle x, y, z&V.

Opmerking 1.,

De elementen van V noemt‘men dikwijls vectoren; wij zullen ze in de re-
gel aangeven met symbolen als X, ¥, Z, ceos »

Het element x + y& V heet de som van X en y en de operatieve + heet de
optelling = van vectoren.

Uit de eigenschappen (1) t/m (4) volgt dat de verzameling V met de op-
telling een abelse groep is.

Zowel het nulelement van de groep V als het getal nul zullen wij met O

aanduiden, hoewel we hier i.h.a. met twee verschillende objecten te doen

hebben.




Opmerking 2.

De getallen uit het lichaam L zullen wij aangeven met de griekse letters
@,ﬁ@, 5, .es « Men noemt ze in dit verband vaak sealairen.

Het element g x &V heet produkt van @ en x en de afbeelding heet de ver-
menigvuldiging van vectoren met getallen,

In het linkerlid van (6) geeft het teken + de optelling in L aan; in het
rechterlid staat + echter voor de optelling binnen V. Evenzo moet men

in (7) onderscheid maken tussen de vermenigvuldiging van getallen binnen

het lichaam L en de vermenigvuldiging van een vector met een getal,

Stelling 1. Zij V een vectorruimte over L. Er geldt:

(a) V bezit precies é&n nulelement,

(b) Voor elke x@&V bestaat er maar &&n tegengestelde -x,

(c) Voor ieder tweetal elementen x en'y van V is de vergelijking z + x = y

éénduidig oplosbaar.

Bewi js.
(a) Stel zowel O als 0' nulelement van V, Voor willekeurige x,y @V geldt
(o dan O+ x=xeny + 0' =y,

Nemen wij i.h.b, x = 0' en y = 0, dan vinden we

O+0'"=0"enO0+ 0' =20,

Dus 0' = 0,
(b) Stel zowel -x als -x¥ tegengestelde van x,

Dan is x + (-x) = 0 en (-x*) + x = O,
(-x*¥) + 0 = (-x*¥) + (x + (-x)) = ((-x*%) + x) + (-x) =

=0 =% 0+ (-x) = =x,

-k

(c) z =y + (-x) is een oplossing van de vergelijking,
Dit is ook de enige oplossing, daar uit z + x = y volgt z + x + (-x) =

=y + (-x) = z.

Opmerking 3.

De vector y + (~x) zullen wij kortweg aanduiden met y - x, y — x heet
het verschil van de vectoren y en X.

Ook het symbool - gebruiken wij dus in twee betekenissen,

Uit stelling 1}){c) volgt dat als x + y = X + z, dan is y = z, Als x dus

een vector is van Ven X + X = X, dan is x = O,
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Stelling 2., Zij V een vectorruimte over L, Voor willekeurige &, {é@L
en x, y@& V geldt:

(a) &.0 = 0,

(b) 0.x = 0,

(c)tx =0 & =0 of x = 0.

(@) (-edx = -@x) =4 (-x).

(e) i(x - y) =ekx -dly.

() @ -@)x =ax -fix.

Bewijs.

() 2.0 =¢.(0 + 0) =40 +& 0 = «0 = 0,

() 0x = (0 + 0)x = Ox + Ox = 0% = 0.

(¢) Stel@x = 0 en & # 0. Dan is x = 1x = (éi.@s)x =é(@%x) =

(d) glx + (-&9)x = (& + (~)x = 0x = 0 = (-adx = -(eix).
dx +&(-x) =a(x + (-x)) =&0 = 0 = ei(~x) = -@&x).

@ dx -y) =dx + (-y)) =6éx +a(-y) =éx + -@&y) =a&tx -@ly.

() @ -B)x =dx + (F)x =etx -fBx.

Zo=0
%Q— o

1l

Voorbeelden.
1) Zij R het lichaam der re&le getallen en Rn de verzameling van alle
geordende n-tallen reéle getallen x = (Xl, Kyr eoes Xn) met als optel-
ling
s 6 8 © e 9 = + ¥ o o °
(Xl’ X s xn) + (yli y2’ » yn) (Xl‘*'yl: XZ y29 ? Xn"'yn)

n ..
y esey xn)céR zij

Z’
Voor &R en x = (xl, xz
;X = (@ixl,@gxz, ...,@gxn).

Dan is R een vectorruimte over R.

n
Algemener: Zij L een willekeurig lichaam en L de verzameling van glle
: n
geordende n-tallen getallen uit L. Optelling in L. en vermenigvuldiging
n n
van een x&L met een &L definiéren wij als boven. Dan is L. een line-

aire ruimte over L.

2) Zij G het getallenlichaam van Gauss, d.i. de verzameling van alle
complexe getallen van de vorm a + bi met rationale a en b.

Dan is G een vectorruimte over Q als we voor het produkt van een refibdnaal

getal ¢f en een willekeurige a + bi steeds nemen hun produkt &n het
]

lichaam G.




Algemener: Zij L een willekeurig lichaam en K een deellichaam van L,
Dan is L een vectorruimte over K. Zo is i.h.b, het lichaam van de com-
plexe getallen C een vectorruimte over ieder willekeurig lichaan.
Verder kan ieder willekeurig lichaam opgevat worden als een vector-

ruimte over het lichaam van de rationale getallen (zie §1 stelling 1).

3) Stel a, b zijn reéle getallen met a £ b; met C@,b] geven wij aan
de verzameling van alle continue reéelwaardige functies gedéfiniéerd
op het interval Ea,b] . Als f,g@C@.,bj en als @ &R dan definiéren we
functies £ + g en @ﬁf@C[a,bjl door

£ + 2 = £(x) + gx)

A8 (x) = d.£(x) x ¢ fa,b].

Dan is Cia,b] een lineaire ruimte over R.
?

3') Zij D de verzameling van alle op (~&+<) differenti8erbare redle
functies f met £(0) = O,
Laat een optelling en een vermenigvuldiging met reé&le getallen in D

gedefiniéerd zijn als boven. Dan is D een vectorruimte over R.

4) Zij L een willekeurig lichaam en L[x_js de verzameC]i}ng van alle uit-

drukkingen van de gedaante @50 + e’flx + @gzx + e = Z @gnxn, waarbi j

n=1
de coéfficiénten ¢ getallen uit L zijn met @in # 0 voor slechts eindig
& n
. n
veel n, P = Z @ﬁnx noemt men een veelterm of polynoom over L. Als n
n=1
het grootste getal is met @in # 0, dan heet n de graad van P,
: Qa>»
o~ %; n 5y DRy o el .
Voor &L en veeltermen P. = 2 ﬁ x , P, = Z, g X éLﬂ:xg defini&ren wij
- 1 n 1. n 2 n < N N
[« e} = - =

5 %)
- n 3 4N
P, + P = Z S+ )X en P, = Z (@ Ix,
1 2 n=1 % n @Tn 1 e} U‘{L n
Dan is L[xj een vectorruimte ‘over L.

Definitie 2. Zij V een lineaire ruimte over een lichaam L en B een deel-
verzameling van V,

B heet een (lineaire) deelruimte van V indien aan de volgende voorwaarde

is voldaan:

ix +‘7f$yéB voor alle x;y&B en alle sfi:ﬁB@L.
v &
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Opmerking 4.

Men kan gemakkelijk nagaan dat een deelruimte B van V zelf weer een
vectorruimte over L is, als we de optelling in B en de vermenigvuldiging
met getallen uit L op dezédfde wijze defini&ren als in V,

Verder kan men eenvoudig bewijzen dat de doorsnede van een willekeurig
aantal deelruimtem: van V weer een deelruimte is van V,

Zij nu gegeven een willekeurige deelverzameling A van V, dan bestaat

er een kleinste lineaire deelruimte van V die A omvat, namelijk de door-
snede van alle deelruimten die A omvatten.

Deze deelruimte noemen wij het lineaire onﬂfﬁ’isel van A of ook de deel-

ruimte opgespannen door A,

Stelling 3. Zij V een vectorruimte over L en ACV.
Dan is er een kleinste lineaire deelruimte H(A) van V die A omvat.
H(A) bestaat uit alle lineaire combinaties van eindig veel elementen

uit A.

Bewigs.

Als x X

17 Xgr ey xn@A en@zl, @52, ...,@gn@‘gL, dan zal de vector
@ x +68 X + ... +@ X moeten behoren tot alle lineaire deelruimten
171 2 2 nn

i 3 . X, + + ee. t+ & 2 .
die A omvatten; dus C§1 1 @fszxz csnxné. H(A)
Omgekeerd vormen al deze lineaire combinaties van elementen uit A kenne-

1lijk een lineaire deelruimte van V die A omvat.,

Stelling 4. Zij V een vectorruimte over L en H(A) de deelruimte opgespan-

nen door A. Dan igeldt:

(1) Als A€CB@V dan H(A) €H(B).

(2) Als x&H(A), dan is er een eindige deelverzameling AO van A waarvoor
x& H(AO) .

(3) ACHW).

(4) H(H(A)) = H(A).
(53:A1s x@HWAY {y]) en x¢H®A) dan yeHAU{x].




Bewi js.

De eigenschappen (1) en (3) zijn evident. Eigenschap (2) volgt uit het
feit dat ieder element van H(A) een lineaire combinatie is van eindig
veel elementen uit A, »

Daar H(A) een deelruimte is van V is H(A) zeker de kleinste deelruimte
van V die H(A) omvat, dus H(H(A)) = H@A).

Stel tenslotte dat xéH(ij}lyg). Dan is x te schrijven als:
n

=@ 3. Y. & 3L |

X ol * i% &%V, met 18 i

0, «.op, n en
yi@A i=1, ..., n.
Daar x GH(A) is &, # 0. Dus

y =@§le -

M

-1 . . 4 ')
L [ g»::. & ) 3 b
Ao @y ¥y B y&HA Y %ing) .

i=1

Voorbeelden.
5) De reéle getallen en de zuiver imaginaire getallen vormen elk een

lineaire deelruimte van C als vectorruimte over R (of over Q).

6) De vectorruimte D uit voorbeeld 3' is een lineaire deelruimte van

cf-ayxJuit voorbeeld 3.

7) De polynomen over L met graad ¢ n vormen een lineaire deelruimte
van L{x] .

2 A
R T3

Dan is H(A) de deelruimte van LEX] bestaande uit alle polynomen met

8) Zij L een lichaam en A ={11, X, X

graad £n.

9) In C, beschouwd als lineaire ruimte over zichzelf spant A = @1@
heel C op: H(A) = C.
Beschouwen wij C daarentegen ?,15 lineaire ruimte over R, dan bestaat

het lineair omhulsel van {1] uit alle reéle getallen: H(A) = R,

H(A) hangt dus mede af van het scalairen lichaam L.
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Opgaven.

10

Zij o= -3 + %%ﬁ en Q het lichaam van de rationale getallen.

Bewijs dat alle getallen a + bfzea met a,b&Q een lichaam Q(¢) vormen.,

Een niet-lege deelverzameling L van C is een lichaam als L met elk

-1
tweetal elementen a en b zowel a - b als ab voor b # O bevat,

Zij W de verzameling van alle convergente meetkundige reeksen, Wi
is de deelverzameling van W, gevormd door alle reeksen met begin-
term gelijk aan 1, Wé is de deelverzameling van W, gevormd door
alle reeksen met dezelfde reden r.
Vormt W onder de gebruikelijke optelling en vermenigvuldiging
met een re€el getal een vectorruimte over R?
Zijn Wi en Wé vectorruimten?
Gegeven is. de verzameling V van vectoren

(4,1,8 + \@,2,0) + f(a,-1,4) in B°.

Bepaal a zodanig dat V een lineaire deelruimte is.

Zij V een vectorruimte over L.en a,b,cgV.
Gegeven is dat a # O, a@H(ib,cg), b#H(%;a,cg).
Bewijs dat ¢ &H({a]).

Stel V een vectorruimte over L, Als B1 en B2 deelruimten zijn van

V, dan is ook B% + B2 = ix +y ﬁ X éB

4 2 y@Bzg een lineaire deel-

ruimte van V,

Stel V een vectorruimte over L en AV, BEV,
Dan is H(AwB) = H(A) + H(B).

Zij B een lineaire deelruimte van een vectorruimte V over L en
agV.,
Geéf nodige en voldoende voorwaarde(n) opdat a + B een lineaire

ruimte is.

&




éSﬁ Lineaire afhankelijkheid en onafhankelijkheid. Basis

o

In deze paragraaf is L een gegeven lichaam, V een vectorruimte over

L en A een niet-lege deeclverzameling van V, .,V # %OED
5 ]

Definitie 1. Een deelverzameling A van V met de eigenschap dat H(A) = V

heet een stel voortbrengenden van V.

Definitie 2. Een deelverzameling A van V heet lineair onafhankelijk in-

dien x §i" H(A %x?i) voor iedere x&A.,

A heet lineair afhankelijk indien A niet lineair onafhankelijk is.

Opmerking 1.

Uit §2 stelling 3 volgt dat een stel voortbrengenden A van V een deel-
verzameling is van V met de eigenschap dat ieder element van V een
lineaire combinatie is van eindig veel elementen uit A. Verder is A

een stel voortbrengenden van de vectorruimte H(A).

Opmerking 2,

Zij é’de lege verzameling, dan is H(@) = %Q%, de vectorruimte die
alle;n uit de nulvector bestaat.

De nulvector ligt dus in H(A %0;) voor ledere deelverzameling A
van V, Dus als O€A, dan is A lineair afhankelijk. I.h.b. is de deel-
verzameling A = 503 lineair afhankelijk en iedere deelverzameling

A= ?xﬁ met x # 0 lineair onafhankelijk.

Opmerking 3.

o

o i
213 X = 1%t p 1

Xi%f;V voor alle i&1.

een willekeurige verzameling van elementen uit V;

N

X noemen wij dan lineair onsfhankelijk als voor iedere j« I geldt
X, é’i H(: %

Ky g )
J 0 1%%éJ

. I %08 . . . &
Voor lineair onafhankelijke verzamelingen X = XS e
= 4 L=

I geidt dus

steeds dat X # xj als i # j, iga1I,
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Stelling 1. Een deelverzameling A van V is dan en slechts dan lineair

onafhankelijk indien uit de betrekking

* ¢ =
(%) d + X +n..+osnxn 0

1%1 T R9%g

volgt dat@{i =0, 1 =1, ..., n. Hierbij zijn de xi, Epo eony X onder=

2
ling verschillende vectoren uit A en @il, a&z, coey @gn@L,

Bewijs.

a) Stel A liéneair onafhankelijk en lazt in (*) bijvoorbeeld %%1 £ 0 zijm,

Dan is als n = 1, o 1%1 = 0 = % é 0, dus A lineair afhankeli jk.
n

’1 B 8 o S o
Als n # 1, dan %y lzzgzil o 5% € H(A Y %axlg), zodat A niet linesir
onafhankelijk is.

b) Stel omgekeerd A lineair afhankelijk, Dan is er een %, @A met

“1
xléH(A % ‘ixlg), d.w.z.

X, = g{zxz + .. +@:;nxn met onderling verschillende xi@: A
i=1, ..., n
-en(;‘ffie;%L, i=2, (.0, Do
Maar dan geldt (%) met@,{l = =1 £ 0,
Als A maar uit één element bestaat, dan is A = 30) en is aan

(*) voldaan voeor alled: &. 0 = 0,

Gevolg 1; A is dan en slechts dan lineair onafhankelijk indien alle

eindige deelverzamelingen van A lineair onafhankelijk zijn.

-
12 Xgo roer xn(‘» is dan en
[

slechts dan lineair afhankelijk als er getallen @Ql s @*19, “ee s g%nz’ig‘ L

Gevolg 2: Een eindige verzameling A = %x

bestaan, niet glle 0, wasrvoor & x. + ¢ X  + ..., +a x = 0,
11 2 2 nn

.

btelllng 2, Als A linesir onafhankelijk is en %5 45% H{A}, dan is ock

A L}}(x % lineair onafharkeli jk.

gewijs° Stel A U?

AO liregir afhankelijk. Dan is er een x, et

, ’ 7 . / 3 - = 4 S %
en x, & H,(A0 {xlﬁ)e Daar e (?;’ H(A) is zeker Xy ¥ %y oen dus 2 &

,:,&,w

X, &4

A
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Er geldt dus als Al = A\ EX]} dat x, & H_(A1 uixog en x, @ H(Al).

Volgens §2 stelling 4 (5) is dan voldaan aan x éH(Al uixlg) = H(A),

0
in tegenspraak met de gegevens,

Definitie 3. Een basis voor V is een lineair onafhankelijk stel voort-

brengenden van V.,

Stelling 3. Zij B een basis voor V. Iedere x €V is op &&n en slechts

één wijze (op volgorde-wijzigingen na) te schrijven in de vorm

= ¢ + e - i i de -
x dlxl +-dnxn, met onderling verschillende Xy X

en met codfficiénten di # O’Qxié L,i=11, ..., n.

92 et xn@B

Bewijs., Daar H(B) = V, is ieder element van V een linesire combinatie

van elementen uit B.

Stel nu dat X = ¢

en X =7

i - [ + oo F - =0,

Dan is (@& /%l)xl (@h (gn)xn 0

Uit de lineaire onafhankelijkheid van B volgt dan dat

Qfl ’/;3)1 = 0; @iz ”é’%z = 0; .,.;dn '-ﬁn =0, d.w.z.

dy =y dy = 5y5 ceesd =

Hiermee is de ondubbelzinnigheid van de schrijfwijze aangetoond.

e
oy
= e

Stelling 4. Zij A een deelverzameling van V.

De volgende drie beweringen zijn equivalent:

(a) A is een minimaal stel voortbrengenden van V.
(b) A is een basis voor V.

(¢c) A is een maximale lineair onafhankelijke deelverzameling.

Bewijs. \
(a) «» (b): S$el dat A niet lineair onafhankelijk is. Dan is er een x &A
met x @H(A % ix}), Daar A \ ﬂx} € H(A \ %x%) (éz stelliing 4 (3)) hebben
wij A ¢ H(A\ {xD).

Hieruit volgt dat V = H(A) « H(H@ \ {x])) = HAN {xP =5 V= H@A\ {x})

A \ gxg is dus een stel voortbrengenden van V, in tegenspraak met de mini-

maliteit van A,




[
AV}

(b)Y = (). S;tel x&V, x(%AA Den is dasar H(A) = ¥V, x&H(A). De deeli-
verzameling A&J%X} is dus niet lineair omafhankelijk.

A is dus inderdazad een maximale linealr omafhankelijke deelverza-~
meling, }

(c) = (a): Stel H{A) # V., Dan ig er een y &V net ygﬁH(A)c

Uit.§3 stelling 2 volgt dan dat ock Amﬁiyg liveair onafharkeliijk is,
in tegenspraak met de maximaliteit van A, A is dus sen stel voortbrengen-—
den van V.

Wij bewijzen nu dat A mirnimesl is. Stel voor uekere x»%A,AJ\ %X@ ook
een stel voortbrengenden,

Dan geldt xﬂéV’: H(A.\ %x&) en dit is in strijd met de linesire onaf-
hankeli jkheid van A,

. L
H i

H

1, 3

Voorbeelden.
n ‘ * .
a) In R vormen de n vectoren e = (1, 0, 0, ..., 0O), &, = (¢, 1, 9, ..., 0),
cees € (0, 0, 0, ..., 1) een basis.
In R zijn de vectorem x, = (L, 2, 3), = (1, 0, -1) en x (0, 1, 2)

1ineai¥ afhankelijk.

b) Voor iedere €#£(0.1] zij £,

met de elgenscbap f&(t) £ O voor 0 4 £¢; (t) = 0 voor € 4t ¢
frnarkeli ke deel-

een continue reBelwaardige functie op [b,i]
)

N

Dan is A = gf 104 g¢ 1 een oneindige llnea
l*e

verzameling van Cgbpi]; A is geen basis.

c) Zij Lfxj de werzanellng van le polynomen over L.

al
‘ 2
Stel A = gl, X, X , }

Dzn is A een basis voor L&{Bg

dy Zij Q(il/“) de werzameling van alle complexs getallen var de vorm
z = 8 + bl V@ met Y&tl@nale a &n b.
Dan is A = %., 1bf“? cen basis voor Qi /2) beschcuwd zls veciorruitnte

over Q.

e} R beschouwd als vectorruimte over Q heeft geen eindige basis,
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Definitie 4. Een vectorruimte V heet eindig-dimensiona&l als V een

eindig stel voortbrengenden heeft.

Stelling 5. Iedere eindig dimensionale vectorruimte V heeft een

eindige basis.

Bewi js. Zi]j A.==§x1, sauy Xn% een eindig stel voortbrengenden van V.
Dan is er daar A slechts eindig veel deelverzamelingen heeft, een
deelverzameling B van A z6 dat B een minimaal stel veoortbrengenden is.

Uit stelling 4 volgt dan dat B een basis is wvoor V.

Opmerking 4.

Men kan in het alkemeen bewijzen dat iedere lineaire ruimte V over
een lichaam L een basis heeft. Als‘V niet eindig-dimensionagl is,
gebruikt men voor het bewijs van deze stelling &én of andere vorm
van het keuze axioms (het Lemma van Zorn of de Welordeningsstelling

van Zermelo),

Stelling 6. Als een vectorruimte V een eindige basis B heeft van n
1
elementen, dan is iedere andere basis B van V eindig en heeft

precies n elementen.

Bewijs. Stel B = ixl, ng caey xn% en stel B @:Bl, dan is er een Xi
b.v. X14¢ B Dan is daar B minimaal is B \,%xi% geen stel voort-
brengenden van V, dus H(B \ % '%) £V,

Daar H(BY) = V Volg;c dat BF @f H(B § éz 1‘%)

Er is dus een yléB met y, ¢ H(B %, 1'%).Daar ¥, EH(B) = V volgt
dat x; €H(BY {x,})y {yl%) (

Daar B \ ﬂgx T € H(CBY {x})u gyl‘%) is B € H((B\ ,;X Pyu @yl%)‘

(B x % ‘g)kﬁ% yl = B, is dus een stel voortbrengenden van V.

1

Tevens is B1 lineair onafhaunkelijk (%3 stelling 2) en dus een bsgsgis

1
voor V. B1 heeft weer n elementen en het aantal elementen uit B @gBl

5o . 1 1 1
is één groter dan het aantal elementen uit B g B. ﬁBjﬂ B ﬂ = ﬁBfﬁB.% + 1.

71 2
Geldt B B, dan is er een basis B, met n elementen zo dat
1 1 1
gBﬂBingﬂBg+1=§BﬂB§+2.
Nz eindig veel stappen komt men zo tot een basis B met n elementen

zd dat QB AB g =n =2 B @iB . Uit §3 stelling 4 volgt dan dat

#

Bm = B1 en-dus dat BBlg = n,




Definitie 5. Een vectorruimte V over een lichazam L met een bgsis v

14

n-elementen heet een n-dimensiongle vectorruimte.

Aim(V} = .

Opze!

erking 5.

Notstie: EV : LE » of dim(V)
Als V geen eindige basis heeft noemen wij V oneindig dimensionss

I,

n
i3

De vectorruimte V = 'XO% die alleen uit de nulvector bestaat, zullen

wi]

De

lichsam. Zo is TC : C] o

Stelling 7.

O=dimensionasl noemen.

dimensie van een vectorruimte hangt mede af van het sc

1, mzar EC : R} =

‘onafhankelijke deelverzameling. Dan is gA% & n.

is

Zij nu H(A) # V, dan BH(A). Stel x %%H(A)

Bewijs. Stel B = Jx . %, ...

7

voor V dan ﬁAg = n volgens stelliing 6.

lineair onafhankelf jk. Als B@H(A@% 1‘&) dan is er ee

,; (- . s fha {a
ngoﬂ(Aﬁﬁg %) en AQJ% @ﬁ«;2§ A2 lineair onafhankeliik. Dsar

B eindig is kowrt wen ns exnd

han

A
i

£ 9
kelijke verzameling A = A ggdx QQ;

is dug een basis voor V en volgens

gA gégzL

Opgaven.

1.

s an een basis voor V., Als
o

Tan A&}»x E

)

Zij V een n~-dimensionale vectorruimte en A sen

L\

alairen

een baszis

&, B met

ig veel stappen tot ggn lineair onaf-

ot

,

i

s a &gﬁx > met H(Am)

= V.

stelling 6 is dan 5AmB =

r wmt

=5

Voor welke waarden van ;@15 het stelsel %(%,153)5 (4,4,6), (3,0,3)

afharkeli jk?

£,y:%2 yme

Zi3 V een n-dimensionzie
+

5 N o o g
van V, Den is din V = m

Zij V een n=-dimensionzle

ﬁstel vectoren uit V. Dan

tx=a+b+c, y=28 4+

3
vectorruimte en V een lineaire deeiruimte

1 1
&n. Als V # V dan din V

a,b,c% een basis is voor een vectorruimie ¥
%

£ d

vectorruimte en A een linesir

kavn A asngevuld worden tot

b + 3¢,

im V,

3

over R.

Revemy

3

iy
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5. Zijn A en B twee lineaire deelruimten van een eindig dimensionale
vectorruimte V. Dan geldt voor de dimensies:

dim (B + C) = dim B + dim C - dim (BRC).

2 .
6. In R zijn gegeven de vectoren X\ = (A ’2’1)’YA = (4,A,1) en
z = (4,2,1), ’

Bepaal voor iedere waarde van j ¢ R de dimeunsie van H{XA,yA,z}) .

§4° Lineaire afbeeldingen

Definitie 1, Stel V en W twee lineaire ruimten over eenzelfde lichaam

L. Een afbeeldingdf: V < W heet een lineaire afbeelding of homomorfisme

indien
1%) @(x + y) = §(x) +¢@(y) voor alle x,yeV
20) Plax) = g{&aﬁ(x) voor alle x&V en ¢f & L.

Indien V = W dan heet &32 ook een endomorfisme,

Een 1~1 duidige lineaire afbeelding heet een isomorfisme.

Een automorfisme is een 1-1 duidige endomorfisme van V op V.

Uit definitie 1 volgt onmiddelli jk:

Stelling 1. De afbeelding c{«’ V=W is lineair dan en slechts dan als

Felx +fy) = ugfx) +g56~'9(y) voor alle &,H&L er x,y &V.

Voorbeelden,
a) Zij V een vectorruimte over L en )\éL. Dan is de afbeelding ’lff’:
V =3 V nmet ?(x) = Ax voor alle x &V lineair.
b} Zij LE}’{} de ruimte van alle polynomen in x met coéfficiénten uit L.,

n , n o
Dan is de afbeeﬂ;dingéf: LEX}-@ L{x] met @f( 27: ggixl) = Z @gixlM
‘ i=1 i=1

een lineaire afbeelding.

b
c} De afbeelding f(x)m@j f(x)dx is een linezire afbeelding van
a

C Efa,b} op R.




b, e

i

Zijn nu QE?
xd%>(%%(x),%é(x), ‘e

|
a
ml

nieren zls volgt:

(x oresy xn)@ Rn, dan zij Tx het element y

11%1

i 1 =

, -1 .,
Dus ¢{x +jby €¢ (0) =5 ¢

o
&3

d}) De zfbeelidingen Re en Im die zan x& C respectievelijk het redle en
het imaginaire deel toevoegen zijn lineaire afbeeldingen van C in

R (beide bescheouwd als vectorruimten over R).

A & 4 s .
Zij V esen vectorruimte over L., Onder een lineairs
verstzat men een lineaire afbeelding van V 4imn het
als vectorruimte over L,

n lineaire functies op V, dan is de afbeelding

a

n
Met behulp van A kunnen wij een homomorfisme T van R

+ s.. + 8, X
inn

Definitie 2. Is §f: V<=» W ecen homomorfisme dan hest

‘g XCE;VS het beeld van dg’/ en
Vo, ip(x) = 0% de kern van {),

=1 s
Stelling 2. De kern {y (0) en het beeld (V) van een homomorfisme (:
2tletling < Y y /

V =»W, zijn lineaire deelruimten van respectieveliik ¥V en W.

. . -1 -
Bewijs. Zijn x en y vectoren uit 4 (0} en &,/

2 Ex +fy) = P(x) -L’atf(y) =60 + 0 = 0.

Is x* = f’f(x) ({},«%;V en y* = (q?(y)@ ég‘;‘(v) en cg,;%@l_- dan is {x*
-d?(x) +§%%(y) :éf@%x.+(3y)é 0

Het beelds%(v) is dus een lineaire deelruimte van W,

Stelling 3. Zij %9een homemorfisme van een n-dimensionale vectorruimte

V in een vectorruimie W. Dan is de som van de dimensies van kern en

-1 :
beeld gelijk asn de dimensie van V: dim & (0} + dimA?(V)

functie fop V

lichzam L opgevat

. . n
(x}) een homomorfisme ven V in L .

_— e

-

een reéle mxn matrix.

. m
in R def

(0) een lineaire deelruimte van V.
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-1 -
Bewijs. Daar @ ~(0) een lineaire deelruimte is van V is (f? 1(0) eindig
-1
dimensionaal en dim (({7 (0)) =m {n=dim V,

=1
Kies een basis x . xm van (f (0) en vul deze aan tot een basis

19
Xip eees X5 Ko g0 cees x van vV (vgl., §3 opgave 3 ep 4) .
Dan is(f(xi) =0, i=1, ..., m.

Stel (F(xi) =y, W Ci¢n.
We zullen nu bewijzen dat de vectoren{yi} , 1 =m+l, m+2; ..., n een-
stel voortbrengenden van Cf(V) vormen.
Immers voor willekeurige y = (f(x)e(?(v) geldt:
= = | @ £ o = @ oo o o 0@
y (F(X) F(Q(lxl+ dnxn) dl‘f(xl)+ +d'm‘f(xm)-'dm+lq) (Xm~1--1)+ d‘n(?(xn)

=0(10 o +<Am0 +o§m+1ym+1 + e +<>(nyn
=d

+ ee. F .
m+1¥m+1 dnyn ’
Het stelsel gyiz m{i \< n is zelfs lineair onafhankelijk en dus een
i

basis, daar als o(m+1ym+1 + ... +o(nyn = 0 dan is
s o e = + .. = .
dm+1¥me+1) * +°(an(Xn) _(?me+lxm+l + D(an) 0
+ . .
Dus o(m+1xm-i~l + c“an € Lr (0) 21
Omdat x, ., X een basis van (0) is, bestaan er getallen
1 m

o o o = X .

' ceesof 20 dat"”m+1xm+1 + v +o(nxn o(lxl T +dmxm
Uit de lineaire onafhankelijkheid van le e ooy xn volgt dan dat
0"m-i~1=c<m+2:'“:O(n:(L

De dimensie van {F(V) is dus gelijk aan n - m, waarmee het gestelde

is aangetoond.

Gevolg 1. Als ‘? een isomorfisme is van V in W dan is dim V = dim (V).

-1
Immers dan is (P (0) = fO} en dus O-dimensionaal.

-1 r
Uit het feit dat " (0) = 10} dan en slechts dan als Y 1-1 duidig is,

\

volgt onmiddelli jk:

Gevolg 2. Zij V een eindig dimensionale vectorruimte en ({’een endo-

morfisme van V. Een noodzakelijke en voldoende voorwaarde opdat (f

een automorfisme is, is dat {f? een afbeelding op is.
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Definitie 3. Twee vectorruimten V en W over een lichaam L heten iso-

morf als er een isomorfisme (f van V op W bestaat.

Stelling 4. Een homomorfisme (f: Ve W is volkomen bepaald door haar
werking op de vectoren van een basis van V.

Vormen v Vn een basis van Ven zijnw , ..., wn elementen uit

17 oo
W, dan bestaat precies &&n homomorfisme O met O‘(vi) =W, i=1,...,n.

Bewi js.

1) Daar ieder element x € V te schrijven is als x —o(lvl + eee +o¢.nvn
is dus (f(x) = 1q7(v1) +t e +o(n(F(vn) en is @ volkomen bepaald door
haar werking op de basis vectoren.

2) Stel nu Wi
Ox) =« O(v ) + ...+ c‘(v) = 1Vt e +e(nwn,
Dan is als y —plv S N +[3nvn,

ox +fy = CLY +p/51)v + oo+ ol +ﬂf3 )v en

G @&x +3 y) = AG(x) +/50'(y)° Volgens §4 stelling 1 is @& dan een homo-

caes wne W en definiéer voor x €&V metrx=g{lvl+. o .+dnvn,

morfisme,

Stelling 5. Zij V een n-dimensionale vectorruimte over L, Dan is V
n
isomorf met L .
Bewijs. Stel a,;, ..c.; a een basis voor V en e = (1, 0, ... 0), ...y
. n .
e, = (0, 0, ..., 1) een basis voor L, dan is volgens stelling 4 de

=e,, 1i=1, ..., n voort te

afbeelding ¢ gedefini&erd door (f(ai) i

zetten tot een homomorfisme van V in L .

Daar eieq?(V), i=1, ..., nis (f(V) een n-dimensionale deelruimte
van LI1 en dus gelijk aan Ln Dus (fls een afbeelding op.

Verder is dan volgéns stelling 3 dlmtf (O) 0, dus (f (0) —YO} =

=y¢1-1 duidig.

Definitie 4, Is (feen homomorfisme van V in W, dan verstaat men onder

de rang van (?de dimensie van (f(V) .

Opmerking 1,

Stel dat v, ; co.; v een basis is voor V, dan wordt (P(V) opgespannen

door de vectoren C?(vl)p eens CF(Vn) en de rang van Cfis dus gelijk aan
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het maximale aantal lineair onafhankelijke vectoren uit ?(vl) 9 soey
(f(vn) .

Zijn 71: V- W en (‘72: W<» Z homomorfismen, dan zullen wij de samen-
gestelde afbeelding van V in Z, die aan veV toevoegt (fz((fl(v))e 7

aangeven met ‘FZ o (?1.
Deze afbeelding is zelf weer een homomorfisme van V in Z.
Indien ¢f: V =»W zowel één-&énduidig is als op dan is Cfondubbelzin—
nig omkeerbaar, voor de omkeer afbeelding schrijven wij CP_’ .
=1

Men gaat gemakkelijk na dat ookq? weer een isomorfisme is. Verder
geldt dat als Crl: V-»W en 6?2: W -» Z isomorfismen op zijn, dan is

. . e R | -1,
{p, o @, een isomorfisme van V op Z en (@, o, =@, o,
Stelling 6. Voor het product (‘72 o (Fl van 2 homomorfismen (Fl: Vva W,

CFZ: Wy Z geldt steeds rang ?2 01‘01 \{ rang (ﬁ en
:r'ang(?2 O(?l é rang“(;z°

Bewijs. Uit stelling 4 volgt dat voor iedere vectorruimte E1 en

homomorfisme (fvan El in Ez geldt

dim P(E ) ¢ dim E, .

Dus rang ((fz ocrl) = dim (fz((Pl(V)) \< dim(fl (V) = rang t?l.
Verder is daar sz((?l vmHc [pz (W) ook
dim €, (@, (V)) £ dim @, (W) = rang¢f, . q.e.d.

Zijn C?l en sz twee homomorfismen van V en W en is XA &L, dan kan men
de volgende afbeeldingen van V in W beschouwen:
Cpl +(€2 is de afbeelding gedefiniéerd door
(CFl +q)2)(x) =C?1(x) +€(2(x) , X&V en
A@) ) =A@, =) x V.

Men bewijst nu gemakkelijk:

Stelling 7. Met de bovengenoemde definities van optelling en verme-

nigvuldiging met getallen uit L vormen de homomorfismen van V in W

een vectorruimte Hom(V,W) over L.




20

Opmerking 2.
De vectorruimte Hom(V,L) die bestaat uit alle lineaire functies van

+
V in L zullen wij de duale ruimte V van V noemen,

§5. Matrices

Wij zullen in deze paragraaf steeds homomorfismen van de vectorruim-
ten Ln en Lm beschouwen, Dit is geen wezenlijke beperking, daar vol-=
gens §4 stelling 5 iedere n-dimensionale vectorruimte over L isomorf
is met Ln.

Vectoren uit Ln zullen wij steeds aangeven als kolommen van n ge-

tallen X

Zn

Als basis kiezen wij de vectoren

N

[N

S e OO M
Do

Soe O O
=]

Hoee O OO

n
Een homomorfisme (f: L = Lm is volgens §4 stelling 4 ondubbelzinnig
bepaald door haar werking op de basis vectoren:
{11 P12 Pin
Cf(el) =a = o ,Cr(ez) = a, = . 9°on,qken) =a =

qal th éﬁn

Het homomorfisme Gfgeeft men dan ook vaak aan door het volgende
schema van de m n getallen.qz o
i
11%12 - 9Pin
i = o1 P22 -+ Pan

o °
o

‘énﬂ,4%2 ""qpmn

Een dergelijk schema van m rijen en n kolommen noemt men een

m ¥ n-matrix.
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Stelling 1. De homomorfismen Cf : Ln—) " worden 1-1 duidig voorge-

steld door de m X n-matrices.

Bewijs. Dit volgt onmiddellijk uit §4 stelling 4.

X
1

Het beeld van een willekeurige vector x = (: ) onder het homo-=
‘Fll °ee (fln X

morfisme ‘f = wordt gegeven door

?ml °ee (an
@11 %n % q11X1+$L2Xz+‘ oy x
. 2

X_ 4+ X +o0ooe X
= q321 1 12272 Yor*sn | = xl(f’(el)+...xn(f(en).

?ml - a(fmn X .
(lexl+(rrnzx2+“ ‘ ngmxn

Definitie 1. Het & -voud, de som en het product van matrices is de
matrix-voorstelling van het® -voud, de som en het product van de

homomorfismen die de matrices voorstellen,

Opmerking 1.

Daar de som van 2 homomorfismen (-fl en (")2 alleen gedefiniéerd is als
m n

(P]_: Ln-q L en 672: L -%Lm, is ook de som van een m % n-matrix en

een k X r-matrix alleen gedefiniéerd als k = m, n r,

li

Evenzo is het product van een m ¢ n-matrix en een k ¥ r-matrix al-

leen gedefiniéerd als k = n,

Het & =voud van q’is het homomorfisme dat de vector ei transformeert

inv((F(ei); &P wordt dus voorgesteld door de matrix

@11 +~P1n a P11 oo Ry
e . = . .

Oy - qmn % f 1 ch?mn

Cf+ ¢ is het homomorfisme dat de vector e; transformeert in

(P(ei) + ‘f'(ei) , dus
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@11 F1a Vi1 o ¥in ETRA PREE P /M
] + : — o

. ° °

Crm1 > Qrn Y > Yun “?mlwml“'?mnui_‘rmn
Als (?: e en{p: L Lkg den is \Po?(ei) = W‘P(ei) =
@11 " Wimy /91 (BT SERERRES (P 1

P Y Pumi L 2%L cFRabtia (¥, M)

m
Dus q’ocf=0“ met G;-s = ailq’riq'is ,r=1,...,k, s =1,...,n,
i=

Daar voor homomorfismen de associatieve wet van de vermenigvuldiging
geldt, geldt deze ook voor matrices (f (§0) = (PP,

X
A
Is x = ( ) een willekeurige vector uit Ln, dan kunnen wij x op-

X
n

vatten als een n ¥ l-matrix en dus als een homomorfisme van Ll = L

in Lnl
@irfiny /%2 | STECRERERL (P
De vergelijking { . ' . = . is
P Pun n @ u*1* e
dan op te vatten als het product van de homomorfismen:
1

(P: "= 1" en x: 1= 1",

Definitie 2. zij @ = (((ij), i=1,...,m; j=1,...,n een willekeu-

rige m ¥ n-matrix. Onder de getransponeerde of gespiegelde matrix

t
q? verstaan wij de n ¥ m-matrix met elementen
t
(Cf )ij B (Pji"
Stelling 2. Als cfeen m ¥ n-matrix is en q’een n ¥ k-matrix, dan geldt

@p’ =¢°  p"

n
Bewijs. Lfl’is een m X k-matrix met als elementen ((ﬂ’)rs = igl l‘rri‘fis’

r=1,,,.,,m, s =1,...,k,
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n
Dus (q"{)t heeft als elementen (qyt)rs = («pqr)sr = Z QPoifir =
i=1
n

-5 @5, @5 =§_ Y @Y. ,r=1 K, s =1 m
B iS? ri 121 ((r I‘i? iS’ IR ] geesglo

i=1

nus @p° = ¢ . @°.

Definitie 3, Onder de rang van een m X n-matrix (fverstaan wij de

rang van het homomorfisme (fvoorgesteld door de matrix.

@11 SRR O

Stel (f= . , dan is CPeen homomorfisme van Ln in Lm
N crml mn Lfl.l
en (F(L )} wordt opgespannen door de kolom vectoren . 5 eoey

® 1n o
® un
De dimensie van (P en dan ook de rang van de matrix (f, is dus gelijk

aan het maximum aantal lineair onafhankelijke kolom vectoren,

Stelling 3. De rang van een matrix is gelijk aan de rang van de
getransponeerde matrix.
Anders gezegd: Een matrix heeft evenveel lineair onafhankeli jke

rijen als kolommen,

n m
Bewijs. Stel dat de rang van (f: L =» L gelijk is aan r en die van
t
(p gelijk aan s,
n 2 s
Kies nu in L een basis by, ..., bn zb dat lp(bi) =0, i )ren
= i =1,...,T,
stel (F(biii) ey 1 ’ ) T
Daar ‘-P(L ) r-dimensionaal is en opgespannen wordt door de vectoren
cl, eoayp cr zijn deze lineair onafhankeli jk.
Wij kunnen het stelsel {ci} ;‘—1 dus aanvullen tot een basis
n =
cl, seoy cm I\rrlan Lm,,
Laat nu{y: L =»L zo gedefinigerd zijn dat (p(ci) = e
n n _,
en stel@: L 5L 26 datc'(ei) =b

12 i=1,,.0,m

i°
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bll ”'bln cll “.,cer.,.aO
Dan isql.ﬁ?.0'=(.y.cr . s =\'I . . . . =
r bnl bnn cml cmro 0
(\./b_..‘
10...00...0
01 ..,00...0
r . o o
00 ...10...0 o
00 ...00 .,.0
00,“00”.0‘}

Het aantal lineair omnafhankelijke rijen van de matrix (‘l(ﬁ is dus
gelijk aan het aantal lineair onafhankelijke kolommen,

Dus rang §/@0°= rang (Ql‘fﬁ‘)t =r,

Hieruit volgt met §4 stelling 6:

s = rang (ft € rang O‘t(ft(f;c = rang ((y(fd)t = r,

Dus rang CF § rang Q.

Evenzo geldt rang (Cft)t = rangCP £ rang (ft dus rang cf: rang (ft.

Opmerking 3.

Als (feen endomorfisme is van L:n in Ln, dan wordt (onorg’esteld
door een n ¥ vnwmatrix, die wij een vierkante matrix noemen., Het
endomorfisme L’is dan en slechts dan een automorfisme als

lf-l 0) = io}, dus als de rang van & gelijk is aan n,

Zij nu € de identieke afbeelding van Lt in 10,

Dan wordt € voorgesteld door de matrix

10...0
g€ = 0l...0 , de eenheidsmatrix,
00 ...1

~1
Voor de omkeerafbeelding (f van het automorfisme (fgeldt dus

(Pml o(P=‘-?o(f-1 =£.
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' =1
Definitie 4. Een matrix cf heet inverteerbaar als er een matrix tf

bestaat met . ‘f_l = (f_l f=€, (fﬁl heet de inverse van(f.

Men bewijst nu gemakkelijk de volgende stelling:

Stelling 4. Een m X n-matrix ¢fis dan en slechts dan inverteerbaar

e
als de rang LF= n. Tevens is de matrix (p = eenduidig bepsald.

§6, Stelsels lineaire vergelijkingen

Zij L een willekeurig lichaam,

!
(=]

Het stelsel (o, %X + ... T X =

. (*)

«nlxl + e +o(nmxm

met bekende getallen o(ije L en onbekenden x ooy Xm heet een stel-

19
sel van n homogene lineaire vergelijkingen in m onbekenden,

Een stelsel Xl’

gen (*) voldoet, heet een oplossing van het stelsel (¥),

000y xm van elementen uit L, dat aan de vergelijkin-

Als alle elementen'xl, cooy xm gelijk zijn aan 0, heet de oplossing

triviaal, anders niet-triviaal.

Stelling 1. Een stelsel van n homogene lineaire vergelijkingen in

m onbekenden heeft altijd een niet-triviale oplossing als n ( m,

Bewijs. Stel (f: Lm..-',Ln het homomorfisme voorgesteld door de matrix

%11 0 Xip *1
P =1 : . en x = { . o
g oo X

Het stelsel vergelijkingen (*) kunnen wij dan samenvatten in de ene
vergelijking (-r(x) = 0, met onbekende vector x,

Een stelsel x soes X van elementen uit L is dus een oplossing

19
%y B
van (*) als de vector x = ) bevat is in(f (0), de kern van (f

.
en omgekeerd, Xm

&
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Zij nu r de rang van ‘P, dan is r £ m en daar (f(Lm) CLn ook r { n.
C?SI (0) bevat dan en slechts dan een vector # 0 als de dim CFl 0) =
=m - r groter is dan O,

Ism ) n, dan ook m Y n yr, dusm - r ) O en“r_l(o) # i()}

Opmerking 1.

De oplossingen van het stelsel (¥) vormen dus eer m-r dimensionale
m

deelruimte van L ,

Is r = m, dan is er precies &én oplossing, de triviale.

& g %yt x =8

Zij nu gegeven het stelsel . (%)
K +ooe X =
°(m1X1+ “nm m /sn
met bekende getallen dij’PieL’ i=1,...,n, j=1,...,m en

onbekenden x eooy Xm.

s
Een dergeliji'stelsel noemt men een stelsel van n niet-~homogene
lineaire vergelijkingen in m onbekenden,

Evenals in het homogene geval kunnen wij (**) samenvatten in de ene
vergell jking

*1

Px) =b , waarbij b={ : }& L"

fom

Rip =Ry
en(f: : . .
O(“nl o °(nm

Onder de sangevulde matrix (f’ van (¥%) verstaan we de matrix

0(11 "°°0(1mﬁl .

LR
e

0(nl °“°(nm{5n

kingen heeft dan en slechts dan een oplossing als de rang van de

matrix (fgelijk is aan de rang van de aangevulde matrix (f’ R
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Bewijs., Het is duidelijk dat (¥*) een oplossing heeft als de vector

L

b . bevat is in cr(Lm),

P

i

11
m .
Nu wordt q’(L ) opgespannen door de vectoren a, . 5 essy
A
Q(lm nl
a =1 . .
m .
*nm

m m
Dus dsar be (L") = H({al,.,.,an}) geldt (L") = H({ay 5.2 b))
Het aantal lineair onafhankelijke vectoren uit &al,..,,an‘ is dus
gelijk aan het aantal lineair onafhankelijke vectoren uit

— ?

{b,al,...,an} =» rang Lf—- rangtf .
Stel nu dat het stelsel (**) geen oplossing heeft, dan is b niet be~-

m
vat in Lr(L ), d.w.z.

m

b & H{al,...,an‘ -% H{al,,“,,an,,b} # H[al,...,ank =l-f(L ).
Daar H({al,,..,an}) een echte deelruimte is van H(ial,..,,an,b})

is dus dim H(fa, ,...,a ) { dim H({a ,...,a_,b}) rang (¢ { rang (',
1 n 1 n (? (f

Opmerking 2.

*

Is x = een oplossing van het stelsel (**), dus f(x) = b eny

*n
een oplossing van het homogene stelsel, ‘-f(y) = 0, dan is ook x+y een
oplossing van (*¥¥),

Immers ‘f(x +y) =& + P(y) = Db + 0 = b,

Is omgekeerd x' een oplossing van (¥*), dan is x' - X een oplossing van
het homogene stelsel.

De oplossingen van (**) worden dus gegeven door X + ‘f—l (0), waarbij x

een willekeurige oplossing is.

Stelling 3. Een stelsel van n niet-homogene lineaire vergeli jkingen
in n onbekenden heeft dan en slechts dan precies é&n oplessing als de

rang van de matrix (fgelijk is aan n.

&
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Bewijs. Daar n = rang(f £ rang (.r' £ n, geldt dat rang tf = rang {f'
en volgens stelling 2 is er dus minstens &&n oplossing.

Uit opmerking 1 volgt tevems dat het homogene stelsel slechts de
triviasle oplossing heeft, dus § ~(0) = 0.

Het niet-homogene stelsel heeft dzn ook maar 1 6plossing,

Heeft omgekeerd het niet-homogene stelsel slechts één oplossing

dan heeft ook het homogene stelsel slechts é&n oplossing en is dus

de rang ‘f = n,
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GALOIS THEORIE

§6.0 Inleiding
Het doel van de Galois theorie is, de oplossingen (wortels) te bestu-
deren van hogeremachtsvergeli jkingen

n
ax + a X + ... + a8, X + a, =0,
n n~-1

waarbij de co&fficiénten ai tot een gegeven lichaam k behoren. Men
wenst, indien mogelijk, de oplossingen met behulp van radicalen (wor=~
telvormen) expliciet in de co&fficiénten uit te drukken. Dat dit in
het algemeen niet mogelijk is zodra de graad n 3 5 is, werd voor het
eerst door Abel aangetoond.

In de Galois theorie wordt de klassieke, meer analytische werkwijze

vervangen door zuiver algebraische methoden, zoals

1. Lineaire algebra (vector analyse),
2. Lichaamstheorie,

3. Groepentheorie (voor zover het eindige permutatiegroepen betreft).

é6.1 Lichaamstheorie

Alle te beschouwen lichamen zullen deellichamen zijn van C ( = het
lichaam der complexe getallen}; van deze lichamen is Q het kleinste
(ga dit na) en C het grootste. Naast Q en C bestaan er talloze andere

lichamen, zoals (ga dit na): R ( = het lichaam der re&le getallen),

V’\ _ \/ﬂmi . _ R 3 .
e(¥V3) ={a+1pVZ | a,peql, Qi) = {a+pi] apead, D =
:{a+b32+c\/34 Ia,b,céQB.

Definitie 1. Zij A een willekeurige deelverzameling van C en zij k een
lichaam.
Onder k(A) verstaan we dan het kleinste lichaasm dat zowel
A als k omvat; dit lichaam bestaat en is gelijk asan de
doorsnede van alle lichamen die zowel A als k amvatten

(ga dit na).

CERTRUSM

Y
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Het lichaam k(A) kunnen we expliciet aangeven; men gaat gemakkelijk

na dat
pla, ;...,a )
1 m
k(4) = a ,b.eA
(bl"°"bn) i’
waafbij p(xl, oy Xm) en q(xl, ceny Xn) polynomen zijn met co&ffi-
ciénten uit k, terwijl q(bl, v bn) #0.

Meestal zullen wij slechts A's beschouwen met eindig veel elementen;
heel vaak zal A zelfs uit slechts é&n element bestaan.
In het geval A = &ﬁ} kunnen we dan sclirijven

_ _ {p@&)
k(A) = k(R) = {q(o&)}

waarbij p(x) en q(x) polynomen zijn met co&fficiénten uit k, terwijl
q(®) £ 0.

We noemen k() een enkelvoudige lichaamsuitbreiding van k, met behulp

van het element &; we zeggen ook wel dat k(o) uit k ontstaat door

adjunctie van «.

Definitie 2. Zij k een gegeven lichaam; het complexe getal & heet
algebraisch over k als het nulpunt is van een polynoom
£(x) elqbq ( = de verzameling van alle polynomen met
coéfficiénten uit k), f(x) # 0; is K&niet algebrafisch

over k, dan heet #4 transcendent over k.

Definitie 3. Is # algebraisch (transcendent) over k, dan heet k(®) een

enkelvoudige algebraische (transcendente) uitbreiding

van k.

Zij k, een deellichaam van k voornameli jk wegens

1 2’
x,yekz =y x - yé,k2

en a&k
1 ::> a.x ekz

xe&kz

kan ké worden opgevat als een lineaire ruimte over k., (ga dit na).

1

&
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Er zijn nu twee mogelijkheden:

1. k, is eindig dimensionazl over k,; in dit geval heet kz een

— 2 1 ¥
eindige uitbreiding van kl’ en de dimensie van k? over k1

wordt aangegeven met sz : klj.

2. kz is niet eindig dimensionaal over kl°

Stelling 1. Is k2 een eindige uitbreiding van k dan is elk element

1’
d\&kz algebraisch over kl'

Bewijs: Zij m de dimensie van kz over k dan zijn de elementen

1;
2
1,d, o, ...,dnlzeker lineair afhankelijk. Er bestaan dus
in k, elementen AO’ Al’ Az, ey Am (niet alle gelijk aan 0)
zodanig dat
m
AO +A1d + ... +Am¢ = 0,

waaruit volgt dat A algebraisch is over kl'

Zijn £(x) en g(x) polynomen uit k[k], g(x) # 0, dan kunnen we, zoals

bekend, schrijven
f(x) = g(x) . ql(x) + rl(x),
waarbij de polynomen ql(x), rl(x)élxﬁd eenduidig bepaald zijn door

de eis dat of rl(xj = 0 of rl(x) een lagere graad heeft dan g(x).

Zetten we deze '"deling met rest” als volgt voort

f(x) = g(x) . ql(x) + rl(x)
g(x) = rl(x)qz(X) + rz(x)
rl(x) = rz(x)qg(x) + TB(X)

e}
~
b}
(6
Il

ro_ 1 ®a &)+ )

L]
~
M
~
1l

rn(x) . qn+1(x) + rn+1(x) (= rn(x)nqn+1(x))
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dan verkrijgen we een rij resten

r (), 1,0, ... (r, ) € kD

met dalende graad, zodat na een eindig aantal stappen een rest

rn+1(x) overblijft die gelijk is aan het nulpolynoom.

Stelling 2. rn(x) is een grootste gemene deler (g.g.d.) van f(x) en

g(x); rn(x) is te schrijven als

rn(x) = a(x) £(x) + b(x) g(x)

met a(x),b(x) € k[x] .
Bewijs: rn(x) is een deler van rn_l(x), zodat wegens

r x) = rn_l(x) qn(x) + rn(X)

rn(x) een deler is van rn_z(x), enz., enz, rn(x) is dus een gemeen~
schappelijke deler van f(x) en g(x). Deze werkwijze leidt tevens tot

het inzicht dat rn(x) te schrijven is als

r (x) = ax) £(x) + b(x) gx) (a(x),b(x) € k(]

waaruit dan bovendien volgt dat elke gemeenschappelijke deler van f(x)
en g(x) een deler is van rn(x). Dus: rn(x) is een g.g.d. van £(x) en
g(x}. (Welk verband bestaat er tussen alle g.g.d.'s van f(x) en g(x)?).
De g.g.d. waarvan de z.g. kopco&ffici&nt gelijk is aan 1, heet de g.g.d.
van f(x) en g(x).

Bij elke g.g.d. d(x) van f(x) en g(x) zijn dus polynomen a(x) en b(x)
uit k[x} te vinden zodanig dat

d(x) = a(x) £(x) + b(x) g(x).

Stel & is algebrafsch over k; dan is er een polynoom p(x)é& k{x]
(p(x) # 0) zodanig dat p(df) = 0, terwijl p(x) van alle polynomen uit
k{%} met o0 als nulpunt de laagste graad heeft; p(x) heet een minimaal-

polynoom van & over k; is bovendien de kopco#&fficiént van p(x) gelijk

aan 1 dan spreken we van het minimaalpolynoom van e over k.
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Stelling 3. p(x) is irreducibel, d.w.z. p(x) is niet te schrijven
als p(x) = p, (x) p,(x), waarbij p, (x) en pz(x)&k[x]

polynomen zijn van lagere graad dan p(x).
Het bewijs wordt aan de lezer overgelaten.

Stelling 4. Is & tevens nulpunt van het polynoom f(x)e,k[x] dan is
f(x) deelbaar door p(x).

Bewi js: f(x) = p(x) q(x) + r(x)

waarbij r(x) een lagere graad heeft dan p(x) (is r(x) 2 0 dan is
reeds aan de stelling voldaan).
Substitutie van e levert r(x) = 0, waaruit in verband met de definitie

van p(x} volgt r(x) £ 0.
Stelling 5. Zij & algebrafsch over k en zij p(x) een minimaal polynoom
van &; heeft p(x) de graad m () 1) dan is
2 -
T S
een basis van k(%) over k.

Bewijs: Uit de definitie van p(x) volgt direct, dat deze elementen
lineair onafhankelijk zijn. Rest ons nog aan te tonen dat elk element

van k@) te schrijven is als lineaire combinatie van

(met coéfficidnten uit k).
@)
g

Alle elementen van k(&) zijn te schrijven als waarbij f£(x) en
g(x) polynomen zijn uit kckl terwijl g@f) # 0.

We tonen aan dat E%a¥ ook te schrijven is als a(X), waarbi j

a(x)& k[x].

g(x) en p(x) zijn onderling ondeelbare polynomen, zodat er volgens
stelling 2 twee polynomen a(x) en b(x) te vinden zijn die voldoen

aan

1 =ax gx) + b)) pkx)
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Dus : 1 =a@g@) + b(@®)p@) = aleg@ (p@) = 0),
t al le —— = a@
met als gevolg s - 2R
) £(e) _
Dus: —g—(T) = a(®) f£(d),

Nu is a(x)f(x) te schrijven als:
a(x2f(x) = q(X)p(x) + r(x)

waarbij de graad van r(x) hoogstens gelijk is aan m-1.

Dus a(A)f() = q(K)p(at) + r(&) = r(K), waaruit volgt

£f(d) _ _ m-1
() ~ r(d = ry + rlo( + rzo(z +...F rm_loﬂ
met r & k.
i
Hieruit volgt dat 1, «, 0(2, ceey «™" een basis is voor k).

Gevolg: Het lichaam k(X) is dan en slechts dan eindig dimensionaal
over k als ¢ algebraisch is over k. De dimensie van k(%) over k
is gelijk aan de graad van het minimaal polynoom van .

Het lichaam k(®) is dus dan en slechts dan oneindig dimensionaal

over k, als ¢ transcendent is over k.

We kunnen ook zeggen dat de begrippen: Enkelvoudige eindige uitbrei-

ding, en: Enkelvoudige algebrafische uitbreiding, equivalent zijn.

In de verzamelingenleer wordt op eenvoudige wijze aangetoond dat er
vele complexe getallen & bestaan, die niet algebrafsch zijn over Q
en dus aanleiding geven tot een transcendente uitbreiding Q(&K).

Voorbeelden hiervan zijn W en e.

Stelling 6. Is klc_ k2(‘,k3 terwi jl [kS : kll eindig is, dan is
A R Y I LR )

Cig: 744 o
Bewijs: Zij o&l, o ’ o(k een basis voor k2 over kl en

/31, /32, vees ﬁh een basis voor k3 over k2.
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We tonen aan dat de elementen ok, fb. €k, (i =1, 2, ..., k;
il7j 3

j=1,2, ..., h) een basis vormen voor k'3 over kl'

Zij XékS, dan is x te schrijven als:

Z Ap yexy.

Alle coéfficiénten ),\] zijn op hun beurt te schrijven als

X
igll“l'ij o (b &k ).

Dus Z]_ 12 /“'ijdi/;j zodat het stelsel {di/&j} een stelsel

voortbrengenden is.
Nu moet nog bewezen worden dat {o(i{sj} lineair onafhankelijk is.
Stel izj Vij o(i PJ' = 0, (Vije kl).

7

Hiervoor kunnen we schrijven:

i~

ij i":’L){s,j

Uit de onafhankeli jkheid van het stelsel {/53} volgt nu

-1

z Vv ,o(i =0 wvoor j =1,2,,..,h

aaruit op grond van de onafhankelijkheid van het stelsel {o(l} volgt:
V,. = 0.
N ij
Het stelsel {«i /53} is dus een lineair onafhankelijk stel voortbren-

genden van k3 en is dus een basis van k over k De dlmen51e van k

over k1 is dus k.h = {kz : k1] . [k3 : k] [k : , hetgeen

3

te bewijzen was.
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Vraagstukken

1. Bepaal de g.g.d. van de polynomen

7 5
f(x) x9 + 2x8 + X ¥ 2x6 + x + 2x4 + 5x3 + 2

6 4
en g(x) = x + 2X5 + 3x + 6x3 + x2 + 3
2, Bepaal de polynomen a(x) en b(x) zodanig dat
2 3
a(x).(x" +1) + bx).(x" +1) =1,

3. Bepaal de minimaal polynomen over Q van de volgende radicalen:

VAT
2. 1\5+ V5
3. V2 + V3
4. V3+\J3

4. Bepaal de dimensie van de volgende lichamen over Q

1.Q(7 - V7T +iW™D

2. Q1 + V % + V2

3 ) )
3. a(V 21 + 3V720 + sV/30)

4. Q(A) waarbij A = {i, Vz, \/3}

5. Bepaal de dimensie van k2 over k als

1?

QG + VD) en k = (VD

'
=
I

N
W
il

QG + V3 + V3 en K =YD

3.k Q( V@?-f yﬁ?, k9/5?+- t%??, \9’2) en
Ve + V3, vz +\%‘)

w
I
]

=
il
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6. Toon aan dat de volgende uitbreidingen van @ enkelvoudig alge-

braisch zijn.
1.Q(VZ, Vv
2. V2, V3, V3)

L VB, VD

fw

7. Groepen.
(Voor een nadere uitwerking van dit onderwerp verwijzen wij naar

de syllabus ''Groepentheorie en Lineaire Algebra', 1964-1965).

Definitie 1. Een niet lege verzameling G heet een groep als er in G
een binaire operatie ¥ is gedefiniderd met de volgende

eigenschappen:
1. a,beCG = a * b &G
2, (a* D) ¥ ¢c =g % (b * ¢) <{(associatieve wet)

3. G bevat een element e (eenheidselement) met de eigen~
schap a * e = e ¥ a voor alle a &G.
4. bij elke a#&G bestaat een element a_lgéc}zodanig dat

-1 -1
a ¥ a = a * g = e,

Definitie 2. Geldt in de groep (G,*) bovendien
a*b=D>0b%a (commutatieve wet)
voor alle a,bgG, dan heet G een Abelse groep.

Y

Definitie 3. De groep (G,*) heet cyclisch indien er in G een element a

bestaat zodanig dat elk element g&G te schrijven is als

0
g = A =axax .., xa (n=0,1,2,...) (8 = e)
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Opgave: Ga na dat elke cyclische groep Abels is; laat aan de hand van

een voorbeeld zien dat niet elke Abelse groep cyclisch is.

Definitie 4.

Voorbeelden:

Definitie 5.

Voorbeeld 4.

Definitie 6.

De groep (G,*) heet eindig als G eindig veel elementen
bevat. Onder de orde van G verstaan we het aantal ele-

menten van G,

1. De verzameling der gehele getallen Z met als opera-
tie de gewone optelling, is een oneindige cyclische
groep.,

2., De verzameling {1, i, -1, —i} met de bekende verme-
nigvuldiging als operatie, is een eindige cyclische
groep van de orde 4.

3. De verzameling {e,a,b,c,d,f} met als operatie *, gede~
finiéerd in de volgende tabel, is een eindige niet-

Abelse groep van de orde 6,

* eflaib| c di{ £
e e a b c d £
a a b e d i c
b b e a f c d
c c £ d e b a
aflalc |+ el bl

d c b a e

Een niet lege deelverzameling H van de groep G heet een

-1
ondergroep van G als met a,bé&H ook geldt a * b & H.

(Verifiger dat H weer een groep is.)

\

De groep der positieve rationale getallen (Q,.) is een

ondergroep van de groep der positieve re&le getallen (R,.).

Een ondergroep H van de groep G heet een normaaldeler

van G, als voor elk element h &H geldt

a * h ¥ a—leH voor alle a €G.
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Opmerking. In een Abelse groep G is dus elke ondergrcep H een normaal-

deler van G.

Definitie 7. Zij H een ondergroep van de groep G; onder een

linker-(resp. rechter) nevenklasse a * H (resp. H ¥ a)

van H verstaan we de verzameling van alle elementen
a * h (resp. h * a), waarbij a €G vast gekozen is en h

geheel H doorloopt.

Stelling 1. Is H een normaaldeler van de groep G dan is elke linker-

nevenklasse tevens rechter-nevenklasse:
a* H=H* g,
-1
99 * * =
Bewi js: hle.H ﬁ a hl a hzé.H #

* = * * * *
a h1 h2 agH *a sHa*xHCHF*a.

Evenzo: H*a ga * H,
Stelling 2. Is H een ondergroep van G dan zijn twee linker-(resp.
rechter~) nevenklassen &f disjunct df ze valien samen.

Bewijs: Stel cga * H en c&b*H%c:a*hl=b*hz

..1
=g ¥ * * *
b=a hl h2 = b * Ha * H.

Evenzo: a*H b * H,

Dus: a*H=Db*H,

Definitie 8. Zij H een normaaldeler van de groep G; de verzameling
van alle verschillende nevenklassen van H kunnen we

tot een groep maken, door te defini&ren
(a * HY o (b * H) = (a * b) * H,

In deze groep is H het cenheidselement en de inverse van a * H is

-1
a * H., Deze grcoep wordt aangeduid met

G/H

en wordt de factorgroep van G over H genocemd.
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Definitie 9. De afbeelding?: (Gl,*) —)(Gz,o) heet een homomorfisme

indien voor alle a,b&G geldt

l?(a * b) = f(a) o (b).

Is dezendfbeelding bovendien 1-1 duidig, dan heet Q’een
isomorfisme.
Is daarbij ook nog ~(G1,*) = (Gz,o) dan heet (Peen

automorfisme.

Stelling 3. Is (f: (Gl,*)-;(Gz,o) een homomorfisme, dan geldt (als

e, het cenheids-element in G, is (i =1, 2))
1. (r(el) = e,
2.4 = @ent
Bewi js : 1. Voor elke g€G, geldt
Pe) =Yg * e) = @e) o e
met als gevolg q?(el) = e,.
2. a&G He, =fe) = Pa * a )y =
@) o ?(a_l) = LP(a—l) = (q’(a))—l.

Opgave: De afbeelding Cr: G «3G/H met (f(a) = a ¥ H is een homomorfisme

als H een normaaldeler is van G.

Definitie 10. Onder de kern K van een homomorfisme (?: (Gl,*) -)(Gz,o)
verstaan we de verzameling van alle elementen gé(}1

die door (?op e, worden afgebeeld:

K = {g \ géGl,Lf(g) = ez’g.
Stelling 4. De kern K van een homomorfisme (Pis een ondergroep van G.
R _ -1, -1
Bewijs: g€&K % ‘-P(g) = e, =2 P ) = e, = e,

Dus a,b6K P (a * b ) =Pa) o P ™) =

=e, =» a * b—léK.

=62092
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Stelling 5. Is ﬁo een homomorfisme van Gl——? Gz (Gl’ GZ groepen) dan

is de kern K van (]Oeen normaaldeler van Gle

Pa) * Q) * Plah =

=1
ez—__—}a*k*a € K.

-1
Bewi js: kekK =& @(a *k *a )

It

= F(a) * q?(a'l) = (pe,)

Permutatiegroepen

Zij X een verzameling en P(X) de verzameling van alle 1-~1 duidige
afbeeldingen (permutaties) van X op zichzelf, dan kunnen we P(X)
tot een groep maken door de compositie g’1 o gz van twee permutaties

glgg‘z'E:P(X) als volgt te definiéren

(g, © g2) (x) = gl(gfz(xn voor alle x €X.
(Ga dit na; welke permutatie is het eenheidselement?)

Voorbeeld 5, Zij X = {1,2,3}, dan bestaat P(X) uit de volgende

elementen (permutaties)

e= (4 L L) e L L]

o
I
———
[N
Sl
N W
L
(¢}
il
IR I
AV
W W
o S

i 2
d= | 3 o

(de "groepsvermenigvuldiging' is expliciet aangegeven

W
=
i
e
W N
N W
S

in voorbeeld 3}.

Voorbeeld 6. De permutatiegroep van X = {1,2,?”4} bevat de volgende

permutatiegroep




i 2 3 4 1 2 3 4
b= \y 2 3 1 c= V4 3 2 1

als Abelse, niet cyclische ondergroep.

Deze groep heet de Viergroep van Klein. De groepstabel

heeft de volgende gedaante

0 € a b c
e <] a b C
2 e C b

e &l
c c b a e

Definitie 11, Onder een autcomorfisme van een lichaam k verstaan we

een l~1 duidige afbeelding Cfvan k op zichzelf, zodanig

dat voor alle a,b&k geldt:
Pla+b) = W(a) + @(b)

@(a.b) = Q=) . @b
Opgave: Bewijs dat ((0) = 0, (1) = 1, @(-a) = -@(a) en a # 0 =
=0 = @
Voorbeeld 7. De afbeelding @met (f(a+b VZ) = a-b {/2(a,beq) is een
automorfisme van Q(V?2).

i

]

3
Opgave: Bepaal alle automorfismen van de lichsmen Q, Q(i V’Z-), Q( ‘/ 2},
Q, //2).
Toon aan, dat voor elk automorfisme CP van k geldt:

({)(r) =1 alsré€qQ.

Stelling 6a. De automorfismen van een lichaam k vormen een groep G(k);
deze automorfismengroep is een ondergroep van de

permutatiegroep P(k).

Het bewiis wordt sst de lezer overgelaten.
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Definitie 12. Is klj k, dan heet elk automorfisme van kl dat slle

elementen van k invariant laat, een k-automorfisme

van kl.
Stelling 6b. Alle k-automorfismen van kl vormen een groep G(kl/k),
Deze groep heet de Galoisgroep van k., over k.

1

Het bewijs wordt aan de lezer overgelaten.
Opgave: Bepaal de Galoisgroep van
1. QGi, V;) over Q(i)
2. C over R,

Stelling 7. Zij H een collectie automorfismen van K.

= X l x€ K, "(x) =T(x) voor alle Q‘gtéH}

een lichaam.

KH heet het invariante lichaam van K onder H; elk element

X & KH heet een invariant van K onder H.

Opmerking: Bevat H de identieke afbeelding dan geldt voor elke inva-

riant x¢ KH van K onder H: ¢"(x) = x voor elke ¢ H.

Bewijs: Het is duidelijk dat O¢ KH en 1¢ Kﬂo
Zij xl,xzeKH en 6, TeH; dan is
£ =G g =T T = ¢
G‘(x1+x2) (xl) + (Xz) ) (Xl) + T (xz) T(x1+x2) en
T ( .4 ) = G- ¢ : 0.‘ o T . ; = T N o
0 (2 xz) {xl) (x2) (Xl) ‘C(xz) 7 (Xl x2)

Voor elke x¢ K geldt:

H
G’(_x) o —'G.(X) = -T(x) = Z(_X);

is x # 0 dan is
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Stelling 8. In de linezire ruimte Hom (X,K) over K (vergeli jk §4,

stelling 7) is elk stelsel H van automorfismen van K

een lineair onafhankelijk stelsel.

Bewijs: Elk automorfisme 6 van K is, als element van Hom (K,K),

ongelijk zan het nulelement van Hom (K,K), zodat de stelling
Juist is voor n = 1.
Veronderstel nu dat de stelling juist is voor n =1, 2, ..., r-1
(r 22); zij nu @, ..., o, een r-tal (verschillende) automor-
fismen van K dat linesair afhankelijk is.
Dan bestaat er in K een r-tal scalairen dl, q(z, osey o{r zodanig
dat

0‘10‘1 + «20'2 + oee. + ekra*r =0,

terwijl op grond van de inductieveronderstelling geen dezer
d's gelijk is gan O.

Dus:
-1
(Slwl +(520‘2+ +/5r_10‘r,‘1+0’r=:0,/51 20(1' -di?éo (1)

Nu is G’i # CG als 1 # j, zodat er een a &K (=2 £ 0) bestaat
met o, (a) # @ (a).

1 r
Voor elke x €K 1s het beeld van ax €K, onder het homomorfisme
A% + oeew F a’r (= 0&Hon (X,K)) gelijk zan O, zodat

/510’1(5&)0’1 + {)za’z(a)ojz + oae. o’r(a)o’r = 0
hierin iz wegens z £ 0, d’r(a) # 0, zodat we kunnen schrijven

ﬁ’r (a) 101(-&)‘)0'1 e+ a; = 0, )

Uit (1) en (2) wolgt au:

{{31 _Gc;l (a>/310’1 (a))}g"l»sr ook {Pr—l “Gf;l (a)ﬁrmld’r_l (a})} 7. =0 .

waarbli de cogfficignt van G‘I ongelijk is aan O; immers

oo ;1 _ ..
indien /51 U’r (“)/5101 (a) = 0 zeu zijn, dan zou wegens
/&l # 0 gelden
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Gi(a) = G;(a), hetgeen in tegenspraak is met de keuze van a.

Uit (3) volgt nu dat de r=l1 (verschillende} automorfismen

01, Oy esey Sq lineair afhankelijk zijn, wat in strijd is

met onze inductieveronderstelling.

Conclusie: het stelsel U}_,a’z, cees G;,is lineair onafhankeli jk.
Elk eindig stelsel verschillende automorfismen van
K is dus iineair orafhankelijk. Op grond van §3,
.stelling 1, Gevelg 1, kunnen we nu zeggen dat elk
stelsel H bestaande uit automorfismen van K,

lineair onafhankelijk is over K.

Stelling 9. Is H een stelsel automorfismen van K, bestaande uit de

n (verschillende) elementen(fl, .,.,crn, dan geldt:

[K : KH]:} n.

Bewijs: Veronderstel dat [K : KH] =r £ n. We zullen aantonen dat
deze veronderstelling tot een tegenspraak leidt. Uit

[K : KH] = r volgt dat K eindig dimensionaal is over KH; zij
(4)19 (1029 RN wréK

een basis van K over KH.

In het stelsel lineaire vergelijkingen

0’1(!.01)x1 +c7’2((.~.»1)x2 + oeen +cs’n(wl)xn =0
a’l(b?z)xl + q’z(wz)xz + o +cy’n(t,~)2)xn =0
1)
Ix (A =
Uiﬁj})xl * Gé( r)XZ * * GQGJ})Xn 0
hebben we meer onbekenden dan vergelijkingen zodat er (zie
§6pstelling 1) een niet triviale oplossing Xys Xy eeoy xnéiK

bestaat.

Elk element a& X is te schrijven als

a =0y * Uy toeee T o €Ky
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Vermenigvuldigen we in (1) de i-de vergeli jking met G‘l (o(i),
dan verkrijgen we op grond van 6‘1 (o(i) = G'J. (txi) (immers
! G Ll ) = o) )
X, € KH) en J.(O(i)o':].( 'i) O"J,( A i)

G’l(mlwl)xl F ae. + oz(a(lwllxn = 0
G"l(:xza)z)xl F oe. H G’n(oczwz)xn = 0

G’l(«ra)r):x:l = +G"n(¢a(ra) )Xn = 0

Door optelling volgt hieruit
@y (a)xl -+-Cj"2(a)):x2 +oaee G’I‘l(a)xn = 0,
want
o (a<1a)1) + G (o(za)z) Foaee + G“i («reqr) =
=O‘i(0(1f-)1 ol o+ Nr‘Dr) = G'i(a) .

Aangezien a ¢ K willekeurig gekozen was, geldt dus

xlai + xza'é S xnc;l = 0, xie K

Hierin zijn niet alle x'en gelijk aan nul, zodat het stelsel
H = {0"1, G5 ey C}"n}lineair afhankelijk is, hetgeen in
tegenspraak is met stelling 8.

In de stellingen 7, 8 en 9 bestond H uit een wille~-
keurig stel verschillende automorfismen van K; is H in het
bijzonder een condergroep van de Galoisgroep G (K/k) dan geldt

de volgende stelling.

Stelling 10. Heeft de ondergroep H ven  G(K) de orde n dan geldt

[K : KH]_ n.

Bewi js: Laat H bestzan uit de elementen §° , Gy o0., ¢ .
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Omdat H een groep is, bevat H de identieke afbeelding 1

van'K op K; neem b.v. G} = I. Het invariantenlichaam KH

bestaat nu dus uit alle xe¢ K waarvoor geldt

(x =)Gi(x) = Gé(x) = L. = G;(x);
elk k—automorfisme uit H laat dus elk element xe KH op zijn
plaats. '
Veronderstellen we nu [K : Kﬁ] > n; dan bestaan er n+l

a in K die t.o.v. K_ lineair

elementen a n+l H

1?7 Bgr eees
onafhankeli jk zijn.

Het stelsel vergelijkingen

Xlai(al) + xzai(az) + .. + xn+101(an+l) = 0
Xlﬂé(al) + xzdé(az) + .. xn+fﬂé(an+1) = 0 )
Xlo—n(al) + Xzo;(az) + oee. * xn+16‘n(an+1) = 0

heeft, zoals bekend, binnen K een niet triviale oplossing

X x

17 g2 v T

Wegens Gi =T is dan

x.a, + X, 8, F oo X a = 0
n+l n+l ’

11 22

zodat niet alle getallen Xi tot KH kunnen behoren (immers de
2, € K zijn lineair onafhankelijk over KH)n
Van alle niet triviale oplossingen kiezen we er é&n met zo

weinig mogelijk van O verschillende elementen:
o(lgcxzy uga,c<rp 0, 0, ..., O axi #0, i=1,2,...,1).

o«

Nu ig r # 1, want r = 1 zou tot gevolg hebben

°(1¢1(al) =0 %G‘l(al) = 0 = a, =0

terwijl in feite ay # 0.
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Zonder beperking der alggmeenheid mogen we verder stellen

CKr =1 (ga dit na), zodat

% — hY
@{lU"i (al) + o<20"‘i (az) + .. * @(r_lcii‘; (armlf + O‘i (ar} =0 {1}

voor i =1, 2, ..., n; ook hier'behorenaxl,5%2, caoﬂ(%r , hiet

-4
allemzal tot KH"

7ij 0(1 & KH’ dan is er een g, Waarvoor
C?”k(ml) ;éO<L
Op grond van het feit dat H een groep is, geldt, dat
H ={a‘-kc“l, ¢G50 e ﬁ'ka‘n},
Beschouw nu het beeld van de uitdrukkingen in {1} onder de
afbeeldinga}g

e ¢ . ; - o N
Gk(w{lb (“"keff‘J \a13+6’i“{(0<2) .%%(az)m . °+€Ti‘;(%r_1 )] 0 (4r_1y +
+ Gi63(ar) = 0,

Voor zekere j is nu Ukﬁg = G}, zodat B

G @307 (2 )40 )07 (a )+ 40 (DT (a4 (2 2=0. (22
Uit (1) en (2) leidt men af

{oe - mentnap .. +{o<r_1mc~k<mr_1;}qfi<ar“,> -0

met o, - G%(wa) # 0, met als gevelg dat het stelsel {0} een
niet triviale oplossing heeft metl minder dan v van nul ver-
schillende elenenten,

Dit is in tegenspraak met de keuze van r.

Conclusie: EK : Ké] g n,

Met behulp van stelling 9 volgt nu direkt dat

[K : KH]= n.
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Stelling 11. Zij H een eindige ondergroep van de orde n van G(K) en ‘
zij O een automorfisme van K, dat elk element van KH op zichzelf af-

‘ beeldt; dan is 0& H.

Bewijs. Stel @ ¢ H; dan bestaat Hu {o’} uit n+l verschillende automor-
fismen van K., zodat volgens stelling 9
1 K : n+l. Maar, volgens de definitie van ¢ is K =
@ [ KHu[a}] > ’ & a HV jo]
= KH’ zodat volgens stelling 10
(2) [K : KHU[V}] = n,
De veronderstelling o‘ﬁH leidt dus tot een tegenspraak. Dus @ € H,
Stelling 12. Zijn H1 en Hz eindige ondergroepen van G(X) met K - =KH
. H 2
dan is Hl = H2'

Bewijs. Volgt onmiddellijk uit stelling 11,

1
?: 3

Gevolg. Is H een eindige ondergroep van G(K) dan geldt G(K/kH) .

Opgaven. 1) Bewijs dat G(K) = G(K/Q).

2) Koy ° @

3) Geef een voorbeeld waarin K

G(K)biQ. P . . IRE

In het voorgaande is aangetoond, dat met elke ondergroep H van G(K)
ondubbelzinnig een lichaam K _¢& K correspondeert, zodanig dat

G(K/KH) = H.

H

Omgekeerd kan men de vraag stellen, of ook e_lk deellichaax»r‘t' L van K,

ondubbelzinnig correspondeert met G(K/L) zodanig"dat KG(K /1) = L.

Dat dit niet het geval is blijkt uit het volgende voorbeeld:
. 3 ~ -
K=a(\/2), L=q.

Men gaat gemakkelijk na, dat in dit geval G(K/L) slechts uit de

'

identieke afbeelding bestaat; dit heeft tot gevolg dat

KG(K/L) =K # L.

In de volgende paragradaf zullen we nhagaan voor welke lichamen
LK wel geldt
L.

Koy =
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§8. Normale uitbreidingen, splijtlichamen

Definitie 1, Een eindige uitbreiding N van k heet een normale uitbrei-
ding van k als elk irreducibel polynoom p(x)e k[x], dat een nulpunt in |~
N heeft, binnen N[x] volledig in lineaire factoren te ontbinden is
(d.w.z. als p(x) = 0 in N een wortel heeft, dan liggen alle wortels

van deze vergelijking in N).
Stelling 1. Is kgL zodanig dat

Loy = %

dan is L een normale uitbreiding van k.

Bewijs. Stel L is niet normaal over k; dan is er in k[x] een irredu-
cibel polynoom p(x) met p(ﬁ) = 0 voor zekere ’a'eL, terwijl p(x)
binnen L[x) niet volledig in lineaire factoren ontbindbaar is.

Voor p{(x) kunnen we dus schrijven

p(x) = q(x).(x-'ﬁ;)(x-ﬁ;) (x-19;);191' =’l.}’en 7/‘;'&1,,

waarbij q(x) é L[x) (q(x) @ k[x)) (ga dit na) minstens de graad 2 heeft
en de ‘l?"s alle in L gelegen wortels van p(x) = 0 zijn, Voor elke
CeG(L/k) geldt

o) =7,
met als gevolg dat p(x)ﬁk[x] en (x-’i?;.)(x-'\?z) (x—’\t) invariant

zijn onder &, zodat ook q(x) invariant is onder ¢’
Daar q(x) & k{x], bevat q(x) een codfficiént a & k, die onder alle
automorfismen o €G(L/k) invariant blijft. Het invariantenlichaam

LG(L /%) is dus echt groter dam k, wat in tegenspraak is met het

gegeven. ,

Conclusie: L is ce: normaal over k.

Stelling 2. Zij N een normale uitbreiding van k en zij L een lichaanm
tussen k en N
ke L& N,

Dan is N ook een normale uitbreiding van L.

&
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Bewijs. Zij p(x) een irreducibel polynoom uit L[x] en zij p(/}) =
met /beN.. We moeten nu aantonen dat alle wortels van p(x) = 0 in N
liggen.

N is een eindige uitbreiding van k, met als gevolg dat elk element
van N algebrafsch is over k. Zij q(x)€ k[x) het minimaal polynoom
(over k) van(.';. Nu is k[x] ¢ L[x], zodat q(x)€ L[x]. Daar p(P® =
= q(/&) = 0 en p(x) irreducibel is (over L), is q(x) een veelvoud
van p(x). Elke wortel van p(x) = 0 is dus ook wortel van q(x) = 0;
alle wortels van q(x) = O liggen in N, dus ook alle wortels van

p(x) = 0 liggen in N.

Stelling 3. Zij k¢ LK, terwijl L een normale uitbreldlng is van k.
Dan is G(K/L) een normaaldeler van G(K/k).

Bewijs. Zij /eEL en zij p(x)ek[x] het minimaal polynoom van Zover k.
Dan is

o=pd =y +ul+ ...+l ek
Zij nu ¥ &G(X/k); dan is
= o) =wpd) = vto+o<lfc(€>+...+«r<'c(€>)r = pexcy.

Omdat L normaal is over k, geldt dus 'f(‘e)eL. Is o €G(X/L), dan geldt

dus
wor)yd) =caxd)) = v,

met als gevolg ('C—l o« o) ('E) ='(—1 ('C(‘e)) = e Het automorfisme

1
e 0 @ o't laat dus L invariant, zodat

N

el oo eax/L).

Definitie 2. De lichamen k1 en kz heten isomorf als er een 1-1 duidige

afbeelding ¢ van kl op k2 bestaat, zodanig dat voor alle o(,/Bekl geldt
T+ = o) +o(®
TN ) = T . a¢y.
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Stelling 4. Zij k een lichaam en p(x)e ka] een irreducibel polynoom;
zijn & en N twee wortels van p(x) = O, dan bestaat er tussen k('x” en
k(q? een isomorfisme ¢, zodanig dat o’(r% =r en ¥(XK) = voor alle A&k,

Bewijs. Heeft p(x) de graad n, dan is

1,n, rlz, caey 'Ln 1 een basis voor k(q) over k
en 1, A, '!?2, ey 'B'n-l een basis voor k@) over k.
Beschouw rllu de afbeelding
@ k@S - kG
met
hg * KV +. a\n_l'ﬁn_l Sy At “n-l'\?—;l;

deze afbeelding is 1-1 duidig en op (ga dit na).

Verder is

n-1 i n-1 i n~1
@ = O(L ad + T pIH =L @, + 0D =
i=0Q i=0 i=0

n-1 i n-1 i n-1 i
=2 @ orpon = T wn v L A =0 T,
i=o i=0 * i=0

men gaat gemakkelijk na dat ook '(%.fb) = o) . 0‘(/5) .

Stelling 5. Zijn L en L* deellichamen van een lichaam N, terwijl &
" een isomorfisme is tussen L en L*
is k def ix l xeLt\L?:, o) = x}, en is N normaal over k, dan bestaat
er een automorfisme U van N zodanig dat of'f(ﬁ) = a(@) voor alle 4 &L.

*
Bewijs. N is normaal over k, zodat N ook normaal is over L en L:
*
(kCLCN; kel ¢N).

Zij ’\?een willekeurig element van N, dan heeft Y over L een minimaal
polynoom p(x) = x + an__lxnm1 oot oax + aOéL[x]. Met behulp van

#
het automorfisme ¢ kan men L‘_x] als volgt afbeelden op L [x}:

n-1

p(x)w-:-)p*(x) =x" + O'(an_l)x

+out o‘(al)x + d’(ao) .
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Indien p(x) irreducibel is over L, is p*(x) irreducibel over L* (ga
dit na). Zij q(x) 6k[x] het minimaalpolynoom van 'l?’over k; dan is

q (x) = q(x) q(x) = 0 heeft de wortel'\% dus p(x) deelt q(x), met als
gevolg dat p (x) ook q*(x) = q(x) deelt. Daar q(x) binnen NLx] in
lineaire factoren te ontbinden is moet ook p*(x) = 0 alle wortels in
N hebben. Zij rLeen wortel van ol (x) 0. Dan kunnen we een afbeelding
a' definiéren: o’ (q?') =neno (8) 0'(2); voor alle eeL.

We bewijzen nu eerst, dat deze afbeelding kan worden uitgebreid tot
een isomorfisme van L('a) op L*(r\) .

{1 'ﬁ' 'ﬁfz ..., ‘ffn_l} is een basis van L('l% over L

ens‘l n, vl , ,'l } is een basis van L (vl) over L .

Een willekeurig element van L(’% ziet er als volgt uit:

/5 b + b ‘l?'+ eee + b &n—l_ Deze wordt door o’ afgebeeld op

{5* _o"(b )+ a(b )’l+ ces * U’(b l)qn 1.

i i » 0zl . n-1
o (b = (2 b A + i—-o c*\? o‘(izb (b, + e W) = Zoc’(b e’ =

n—1

7._. R Z_ glen =0 + o'*((p
Om te bew13zen, dat G’( J) J(P) “(IS) is het voldoende te bewijzen
dat ¢ q\,'\?’) o (/5)0' @ (ga dit na).

B =0 *(Z bi’ﬁi+1) =W*(§___ bi_l'ﬁi + bn-ﬁn) = (na ontwikkeling
=0 i=1

van'ff‘1 met behulp van p('a') = 0) = 0'*(-a .b - ab "Ii—b'\f,—:'a b, _‘"l??+bv2-..
0’ "n-1 1 n~1 0" 72 a1 1

n-1 en~-1, _ ;
e - an_lbn_lﬁ +b N = U(ao).d(bn_l) ¥ (2, )b dn +
+ 0N - oo - T, )00, M. I (CHIR T

n-1 i+l n-1

* * o no_
o ®.rd = <2‘_‘ b b g = Z cen =Y o, P o =

n-1

= _«(ao)a«bn_l) - Ta)dak I+ ohbydn - ... - W o M T+

n-1
+ O'(bn_z)rL .
Conclusie: O'*ﬂ“% = 03‘(/5) G‘*(’\T)
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Dus: O:k is een isomorfisme tussen L(‘% en L*(qz.
Daar N van eindige graad is, kan men door dit proces een eindig aantal
malen toe te passen, een voortzetting verkrijgen van &, die op geheel
N gedefiniéerd is; maar dat is dan tevens een automorfisme van N, dat
aan de gestelde eisen voldoet.
De stellingen 4 en 5 leveren samen enige informatie over het bestaan
van automorfismen in normale uitbreidingen. Wanneer men een irreducibel
polynoom heeft, dat binnen een normale uitbreiding uiteen valt, dan is
er altijd wel een automorfisme te vinden, dat de worfels in elkaar
overvoert, Dit heeft tot gevolg dat we nu de stellingen 1 en 3 kunnen

omkeren.

Stelling 6. Zij k een lichaam, en zij N een normale uitbreiding van k;

dan geldt voor het invariantenlichaam van de Galoisgroep G(N/k)

e

Bewijs. Stel het invariantenlichaam N bevat een element ﬂ?dat

G(N/k)
niet in k zit, dan heeft '\)‘ een minimaalpolynoon p(x)‘kf_x] , terwijl
p(x) niet lineair is maar binnen N wel in lineaire factoren uiteen
valt. p(x) heeft dus binnen N een wortel '171 # 1?/

Volgens stelling 4 is er nu een isomorfisme van k('i% naar k(’l%i), en
volgens stelling 5 is er een automorfisme van N, dat 'ﬁ/in'?}; overvoert.
Dit is in tegenspraak met de keuze van '1?: dus men kan niet een ??Ivin-
den, die invariant is, en niet in k zit.

Gevolg: NG(N/k) = k.,

Stelling 7. Zij k een lichaam, en zij N een normale uitbreiding van k.
Zij H een normaaldeler van de Galoisgroep G(N/Kk); dan is NH een
normale uitbreiding van k.

Bewijs. Stel NH is niet normaal, dan is er een polynoom p(x)e,k[xl, dat
irreducibel is over k, en dat in NH een nulpunt ﬂyheeft, maar niet in
NH in lineaire factoren uiteen valte¢:i.. Daar N normaal is over k, valt
p(x)gk&:] binnen N[_x} wel in lineaire factoren uiteen; er is dus een

N.zodanig dat &N, n e NH, p(n) = 0.

&
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Er bestaat dus een automorfisme ‘¥’ van N, dat 'VeN afbeeldt op het

element v} ® NH. Er is dus een element OC&H, dat rLHafbeeldt op een
element § # |, Maar wegens de eenduidigheid van het automorfisme
is dus 'E;'l(.p # 'L:l(-il) ="7&NH.

Dus nu geldt: 1 o %o ’t‘(“\” £77zodat ﬂ'.'-l ow‘o"l’#H; H is dus geen

normaaldeler van G(N/k).

Definitie 3. Zij H een ondergroep van een groep G. Dan heet het aantal

linker nevenklassen aH (met a €G) de index van H t.o.v. G,

Opgaven.
1) Bewijs, dat het geen verschil maakt of de index m.b.v. de linker-,
of m.b.v. de rechternevenklassen wordt gedefiniéerd.

2) Zij G een groep, en H een ondergroep, dan is:orde(H).index(H) = orde(Q).
De resultaten van deze stellingen kunnen als volgt worden samengevat:

Stelling 8. Hoo:fdstelling der Galoistheorie.

Zij k een lichaam, en N een normale uitbreiding van k.

1) Dan is aan elk lichaam L met k CLCN &én en slechts één ondergroep
G(N/L) ¢,G(N/k) toegevoegd, zodanig dat NG(N/L) = L.

2) Het lichaam L is dan en slechts dan een normale uitbreiding van k
als G(N/L) een normaaldeler is in G(N/k).

3) Voor elke L geldt: [L i :k] = index van G(N/L) en [N : L1= orde van

G(N/L).

Bewijs. 1) stellingen 1, 2 en 6.
2) stellingen 3 en 7.
3) §7 stelling 10 en definitie index.

N




A
o

5

e



56

Definitie 4. Onder het splijtlichaam t.o.v. k van het polynoom f(x)eJibﬂ

verstaan we de kleinste uitbreiding S van k die alle wortels van f(x) = 0

bevat.

Opmerking. In dit splijtlichaam is f(x) volledig te ontbinden in line-
aire factoren.

(We veronderstellen de hoofdstelling der algebra bekend).

Stelling 9. Elke normale uitbreiding N van k is splijtlichaam t.o.v.
k voor zeker polynoom f(x)€& k[x].

(Hierbij behoeft f(x) niet irreducibel te zijn over k).

Bewijs: N is een normale uitbreiding van k en is dus eindig dimensio-
naal over k. Zij S-'Ll’n'z’ ""'Ln'; een basis van N over k., Zij pi(x)Ek[x]
het minimaal polynoom vanrli. Aangezien dit polynoom irreducibel is en

een wortel (n.l.rli) in N heeft, is het binnen N geheel in lineaire

factoren te ontbinden.

Het product

p(x) = pl(x).pz(x).ps(x). pn(x)

is dus binnen N geheel in lineaire factoren te ontbinden; N omvat dus
het splijtlichaam S van p(x): NOS.

Anderzijds moet het splijtlichaam S van p(x) alle wortels van p(x) = 0,
dus zeker de elementen qi bevatten; daar de elementen qi het lichaam N

opspannen, moet wel gelden S ON, Conclusie: N = 8,

Stelling 10, Het splijtlichaam S van f(x)e& k[x] is een normale uit-

breiding van k.

Bewijs: Zij p(x) een irreducibel polynoom uit k(:x] en zij {Se,S een wortel .
van p(x) = 0; we moeten nu aantonen dat alle wortels van p(x) = 0 in S

liggen. Daar /SGS, is /3te schrijven als

p= I‘(°(l, 9(2’ ) dm)

waarbij qi, d2, e dm alle wortels zijn van f(x) = 0 en r(xl,xz,...,xm)

een polynoom is met coéfficiénten uit k (vergelijk §6, stelling 5).
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Permuteren we in r(di, dz, ...,dn3 de &'s dan verkrijgen we m! getal-

len pjes. Beschouw nu het polynoom
q(x) = (x—/!l) (x—/52) (x-/Sm:) (/51 =f).

Dit polynoom is symmetrisch in de {}'s; de /.l's ontstaan uit elkaar door
de &'s te permuteren, zodat elke coéfficiént van q(x) een symmetrische
veelterm in de 's is.

De hoofdstelling van de symmetrische funkties (zie appendix bij §8)
zegt, dat dan elke coéfficiént van q(x) te schrijven is als een veel-
term in de elementaire symmetrische funkties van de o's, met co8ffi-
ciénten uit k (immers, de coéfficiénten van r(xl, Ky ey xm) zijn
ook elementen van k).

De elementaire symmetrische funkties in de of's zijn, zoals bekend,
juist de coéfficiénten van f(x) ék[x] en zijn dus elementen van k;

dus q(x) € k(x].

Nu is qgﬁ) = pQ&) = 0; p(x) is irreducibel, zodat p(x) een deler is
van q(x). Alle wortels van p(x) komen dus voor onder de /Fs en liggen

dus alle in S.

Appendix

Symmetrische veeltermen (funkties)

Definitie. Een polynoom ?(xl, Xps ey xn) heet symmetrisch indien
het polynoom bij elke permutatie van de variabelen x b4

10 Xgr <o 0
in zichzelf overgaat.

Voorbeelden.

01 = ai(xl, Xpy +nes X ) = X b X, o+t X -

Gé = aé(xl’ Xgy veey X ) =X X, +t X X, + ... F X X, + ... + X

n 172 1%3 273 n-1%n"

L R R I I R R I I T I I T N T I S T ST S T P PP

o = ah(xl, Xys vy xn) X XKy wee X

Deze polynomen a} heten de elementaire symmetrische veeltermen.
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Andere voorbeelden zijn:

1 n - 1

x2 X X + + X X_X 2 (=a0.aq)

1X9%g o0 X .o 1X5%g +ee X (= OQ

3 3 3 3

X, +x2+ +xn (—0"1 —30'10"2 - 60;} voor n 2% 3).

Stelling. Hoofdstelling der symmetrische veeltermen

Elke symmetrische veelterm (f(xl, oy xn) met coéfficiénten uit

X
2’
het lichaam k is te schrijven als een veelterm (7., 0'2, ceny O’n)

eveneens met coéfficiénten uit k.

Bewijs: Men ordene het polynoom (P(xl, xz, oeey xn) lexicografisch:
d.w.z. men plaatse de term
X 1 sz x °
a Xy 5 v
voor de term
xﬂl xrs2 xﬂn
1 2 7"

indien het eerste verschil o(i - /51 dat niet 0 is, positief is.
of of
« 1 2 n
Voor de eerste term axl xz xn van LP geldt dan, wegens het

symmetrisch zijn van (f, dat 0(1 p/) 0(2 )RR 7/°(n—1 Y/, o(n.
Is g de graad van {f (d.w.z. g is het maximum, over alle termen van @,
van de som van de bijbehorende exponenten /51), dan heeft
- of —-o -
°(1 d2 2 3 0\1—1 n O(n

POy ox) =Pl oxys e x)) - aQ) Oy ++Op1 Oy

S

hoogstens de graad g, terwijl de eerste term van (Pl lexicografisch later
komt dan de eerste term van .

We kunnen dus schrijven

A - - -
1 2 dZ 0(3 Mn—l u‘(n “n

$=20y "oy Op1 Oy T




59

Behandelen we ‘Fl op dezelfde wijze als q?, dan ontstaat een term

b 0,131—’52 pz" (53 ﬂn-—l_ﬂn ﬁn

L a, TR (b &k)

en een polynoom (.Fz (met co&fficiénten uit k) zodanig dat

o(1_0(2 «n—l—o‘n o(n /;1—/42 /sn—l_/;n ﬂn
_]_._.q?=a0'1 "'n’n-l n +bGl "'o‘n—l o,n +LF2
2. de graad van CPZ hoogstens gelijk is aan de graad van (?1
3.

de eerste term van (?2 lexicografisch later komt dan de eerste term

van (fl .

Dit proces is voortzetbaar, maar zal zeker na een eindig aantal stap-
pen afbreken, omdat bij gegeven graad g slechts een eindig aantal
mogeli jke lexicografische opvolgers van de eerste term van Cfbestaat.

Het symmetrische polynoom (fis dus te schrijven als

ky(o’l, a'z, ey a'n)

waarbij qleen (in het algemeen niet symmetrisch) polynoom is met

coéfficiénten uit k.
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§9. Constructies met passer en lineaal.

In deze paragraaf zal de onoplosbaarheid van een aantal beroemde klas-
sieke meetkundige problemen worden bewezen. Hiermee wordt bedoeld: de
onmogelijkheid om uitgaande van een willekeurig stelsel meetkundige ge—~
gevens de gevraagde constructie uit te voeren met behulp van een passer
en een lineaal.

Het betreft hier de volgende problemen:

a) Het Delische probleem (de verdubbeling van de kubus).

b) De trisectie van de hoek.

c) De quadratuur van de cirkel.

d) De constructie van de regelmatige n-hoek.

(Voor welke n is de regelmatige n-hoek construeerbaar?)

Alvorens deze problemen afzonderlijk te bespreken dienen wij eerst te
onderzoeken wat door middel van passer en lineaalconsfructies verkregen
kan worden en wat niet.

In het Euclidische vlak denken wij ons naast de gegeven meetkundige ob-
jecten (punten, 1ijnen, hoeken, en cirkels) een Carthesisch codrdinaten-
stelsel. Hiermede kunnen wij alle gegeven:s em gevraagde figuren repre~
senteren door getallen en vergelijkingen. De voorwaarden waaraan de te
construeren objecten dienen te voldoen laten zich nu algebraisch uit-
drukken.

De eerste stelling geeft een voldoende voorwaarde opdat een oplossing x
van een probleem zich laat construeren met passer en lineaal uitgaande

van de gegevens a Q_ysaey 8,

1’ "2 k

Stelling 1: Als een oplossing x van een probleem re8el is en zich laat
berekenen uitgaande van de gegevens al az e ak door de
volgende bewerkingen: 'optellen, aftrekken, vermenigvuldi-
gen, deleh, en vierkantswortel trekken', dan is x uit

a1 ‘e ak te construeren met behulp van passer en lineaal.

Bewijs: Denk het Euclidische vlak als complex z-vlak waarin de oorsprong
en het punt z=1 gegeven zijn. Als a en b twee gegeven complexe
getallen zijn dan kunnen a+b en a-b gevonden worden door parail-~

lelogram constructies.

Het product a.b is bepaald door Arg(ab) = Arg(a) + Arg(b) (wat
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neerkomt op het overbrengen van een hoek) en de evenredigheid

1 : [al = [bl : }ab] waarvoor een bekende evenredigheidsconstruc-
tie bestaat.

Deling komt neer op Arg(%) = Arg(a) - Arg(b) en de evenredig-
heid [b] : 1 = |al : |%|.

Tenslotte komt het trekken van een vierkantswortel neer op de
betrekkingen: Arg(/a) = 3Arg(a) (een bisectrice .constructie) -

en de evenredigheid: 1 :ilval = IVE‘ : Ia] waarvoor een construc-

tie met een loodlijn binnen een cirkel bekend is.

Opmerking 1: Uit het bewijs volgt dat zodra het vlak genormeerd is door

het punt z=0 en z=l1l aan te wijzen, ieder punt met rationa-

le codrdinaten pconstrueerbaar is.

Opmerking 2: De voorwaarde waaraan de x uit stelling 1 voldoet laat

zich ook formuleren als volgt:

X zit in een lichaam K dat uit het lichaam
= a

k =Q(a,, o !

kwadratische uitbreidingen. Hieruit volgt [k : k] = 2

Yo e ey ak) verkregen wordt door eindig veel

Van stelling 1 geldt ook een omkering:

Stelling 2: Laat x een getal zijn dat zich uit 1, a;, a

Bewijs:

a)

b)

g an laat
construeren met passer en lineaal. Dan zit X in een 1li~-

chaam K dat uit k = Q(al, a .y an) verkregen wordt door

YR
eindig veel kwadratische uitbreidingen.

Beschouw het Euclidische vlak met daarin een Carthesisch coor-

dinatenstelsel. We mogen al die punten bepaald denken waarvan

de coordinaten in k zitten.

In dit vlak bekijken we de elementaire constructies.

Het kiezen van een punt. Als het punt bepaald is zitten beide

‘coordinaten.. in k. Als we een onbepaald punt (x,y) kiezen komt

dit neer op een.transcendente uitbreiding van k die geen inwvdoed
uitoefent op het probleem.

Het trekken van een lijn door twee punten (xi,yl) en (xz,yz).

Deze lijn heeft de vergelijking:
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(x, - Xz)(y - yl) = (y1 - yz)(x - Xl)

Dit is een lineaire vergelijking met coéfficiénten in k.

c) Het snijden van twee lijnen: a x + bly + ¢, = 0
+ + =
azx bzy 02 0
Als al, a2, bl’ b2, cl, cze; k dan zitten ook de codrdinaten van

de oplossing in k.
d) Censtructie van een cirkel met gegeven middelpunt en straal.

2 2 2
- + - =
(x XO) (y yO) r .

De coéfficiénten van deze kwadratische vergelijking zitten in k.
e) Snijden van lijn en cirkel: xz + y2 +ax + by +c =0
y =mx + p
Als a, b, ¢, m, p € k dan zitten de codrdinaten van de oplos-
singen in een lichaam dat kwadratisch is over k.
f) Het snijpunt van twee cirkels.

Deze constructie laat zich reduceren tot e),

2
Ll + + =
immgrs Xz * yz * a1X b1y c1 0} komt neer op
+ + + + =0
X y azx b2y cz
2 2
+ -+ -+ =

X +y a X bly e O}

— + - + - =
(a1 az)x (bl bz)y (c1 02) 0

Combinatie van de stellingen 1 en 2 leert dus:

Stelling 3: Een onbekende x laat zich door constructie met passer en
lineaal construeren uit de gegevens (1, al, az,,.., ak) dan
en slechts dan als x in een lichaam K zit dat verkregen wordt
door eindig vele kwadratische uitbreidingen van het lichaam

k = Q(al, a oo ak).

2"

NP (R . . .. n

Opmerking 3: [K : k] =2 hieruit volgt in het bljzonderl%(x) : k] = 2,
Op grond van deze nodige voorwaarde kunnen we de onoplos-

baarheid van een aantal problemen reeds bewijzen,

Een kwadratische uitbreiding van een lichaam k is als splijtlichaam van
een kwadratisch polynoom altijd normaal over k. Hieruit volgt dat als

K uit k verkregen wordt door een serie kwadratische uitbreidingen er een

serie tussenlichamen is aan te wijzen:
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k=k Ck ckC...Ck =K

hierbij is k,_&’1 normaallover k_ . Door hierna nog eens eindig veel kwa-
i i

dratische uitbreidingen uit te voeren kunnen we tot een lichaam I ko-

men dat K omvat en normaal is over k. Zo vinden we de rij tussenlicha-

men .

k=k Ck C...ck =KCk

C...Ck =1
<k c C

n+1 r

Nu kunnen we de hoofdstelling der Galoistheorie toepassen,

Met de boven geschreven rij correspondeert een rij ondergroepen:

G(L/k) 2 G(L/kl) 2 ... 3 GI/K) D G(L/kn+l) 2 ... 2 GL/L) =E

aangezien voor iedere i k_+1 kwadratisch (dus normaal) is over ki volgt:
i

G(L/k. )4 G(L/k,) en

s

(een cyclische groep van de

orde 2)

G(L/ki)/G(L/ki+1

n
) G(ki+1/ki) =C

2

Hetiboven geschetste betoog is omkeerbaar:

Zij L normaal over k en laat G(L/k) een rij normaaldelers bezitten:

EAN AN 4 ... éNO = G(L/k) .

IS

terwijl voor iedere i Ni+1/Ni ng dan correspondeert hiermede een rij
tussenlichamen:
= C c ... =
k k0 c kl [ kz < c kr L
n w
i t: /k = / = C i i -
zodanig da G(Ki+l i) Ni Ni+l 9 zodat voor iedere i ki+l kwa

dratisch is over ki°

n
De groepentheorie leert ons dat bij iedere groep van de orde 2 een rij
normaaldelers als bovengenoemd is te vinden:

Hieruit volgt dus de stelling:

Stelling 4: Zij L normaal over k. Dan is L op te bouwen door eindig

veel kwadratische uitbreidingen dan en slechts dan als

[L:k] een macht van twee is.

Stelling 3 laat zich nu opnieuw formuleren:



*
Stelling 3 : Een onbekende x laat zich door constructie met passer en

5 .

lineaal construeren uit de gegevens (1, al, az,oeo, ak)
dan en slechts dan als:x in een normale uitbreiding L van
. m
= , zit. met 'L:k| = 2,
k .\j'Q(al, az ak?_»‘ [N - '] . .

1

We kunnen nu de gevraagde onmogelijkheidsbewijzen zonder moeite geven,
a) Het Delische probleemn.

Gegeven een ribbe van een kubus a.

Gevraagd de ribbe van een kubus met inhoud 2a3,
Hier wordt in feite gevraagd het getal eg-te construeren., (We mogen
a=1l veronderstellen)

3
Aangezien [Q(Vg) : Q] = 3 1s het Delische probleem onoplosbaar.
b) De trisectie van een hoek,

Gegeven een hoek 3«,

Gevraagd de hoek K te construeren.

Als hoek 3x gegeven is betekent dit in feite dat het getal cos 3
gegeven is, Gezocht wordt cos X. Hiervoor geldt de algebraische ver-

gelijking:
3
4cos & - 3cos X ~ cos 3¢k = 0,

3
Aangezien het polynoom 4x -~ 3x - ﬂ voor algemene p irreducibel is,
is de gevraagde uitbreiding van Q(cos 3%) een kubische uitbreiding.

De trisectie van de hoek is dus onmogelijk.

Opmerking 4: Voor die speciale hoeken y waarvoor het polynoom
3
4x " - 3x - cos ) wel reducibel is (bv. y = g) is de tri-

sectie natuurlijk wel mogelijk.
c¢) De quadratuur van de cirkel.

Gegeven een cirkel met straal r.

Gevraagd de zijde van een vierkant met oppervlakte Hrz,

In feite wordt hier gevraagd naar een constructie van het getal 7T,
Nu is TT een transcendent getal dus T ligt in geen enkele algebraische

uitbreiding van Q.

Ook de quadratuuf van de cirkel is dus onoplosbaar,




- 65 -

d) De constructie van de regelmatige n-hoek.

2
Hier wordt gezocht naar de constructie van een hoek van —nEradialen°

We moeten dus construeren het getal cos — o ).
Dit komt nmeer op de constructie van de prlmltleve n eenheidswortel
2mi
§n=: —Hi. Dit komt neer op een lichaamsuitbreiding met de graad(?(n)
ce

waarbij ?(n) de indicator van Euler is (zie opmerking). ?(n) is gege-

ven door de priemfactor ontbinding van n.
\4 Y %

1 1 2 k .
Als n =27 . p . P e see o D p,-..pP, priemgetallen Z 3 dan
10,2 k_1 17"k
. P o | 1 . _
is ((n) = 2 . Py e eee pk ,V(pl 1) ... (pk 1)
Als y(n) een macht van twee is dan moet dus gelden:
ky kj

= = ooﬂ.:.v = 1 = + = .

Vl Vz . en p. 2 1 P, 2 7 + 1 etc

Als 2m+1 priem is moet m zelf een macht van 2 zijn. De enige priem-
getallen van deze vorm (priemgetallen van Fermat) die bekend zijn,
zijn: . 22 . 23
3=2+1 5=2 +1 17 = 2 + 1 257 = 2 + 1 en

65537 = 216 + 1,

Als n dus behalve factoren 2 alleen deze factoren enkelvoudig bevat
is de regelmatige n-hoek construeerbaar. Zo zijn de regelmatige

3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, en 17-hoek construeerbaar maar de 7 of
9-hoek niet.

: Opmerkihg 5: Een pfimitieve ne eenheidswortel is een wortel van
xn - 1 = 0 die geen wortel is van xd - 1 = 0 voor een de-
ler d van n. De ne eenheidswortels vormen een cyclische
groep van de orde n waarvan de ?(n) voortbrengenden juist
de primitieve eenheidswortels zijn. Iedere ne eenheidswor-

s e . .
tel is primitieve d eenheidswortel voor precies één deler

\

d van n.
: Als @d(x) ='nkx - gd ) waarbij €d de primitieve a® een-
i b
heidswortels doorloopt (?(d) stuks) dan geldt:
x = 11 @ (x). Hieruit volgt door inductie dat d%(x)
din

een geheel polynoom is voor iedere n. De graad van(i (x)

is juist @(n) Tenslotte kan bewezen worden dat @ (x) irre-

du01be1 is. Hieruit volgt dat [Q( Q] ¢(n).
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§10° Oplosbaarheid van vergelijkingen door middel van radikalen.

Definitie 1. Zij k een lichaam en f(x) een polynoom uit k[x] van
n n n .

de vorm (x =~ al)(x —eaz) e (x= ar), aiek, i=1, ..., r.

Als k een primitieve n eenheidswortel bevat, dan heet het ontbin-

dingslichaam (d.i. het splijtlichaam) K van f(x) over k een

Kummer uitbreiding van k.

Stelling 1. Als K een Kummer uitbreiding is van k dan is
le) K een normale uitbreiding van k,

2e) de Galoisgroep G van K over k is abels.

Bewi js.

le) Zie §8, stelling 10.

2e) Laat &, een wortel zijn van < - a s i=1, ..., r enﬁ een
primitieve n® eenheidswortel,; € k.
Dan zijn de elementen o(iE, o&igz, oo .,d{gn de n verschillende
wortels van x -~ a;, i=1, ..., r en K = k(°(1’ ceny o(r).,

Stel nu dat lf enll) twee automorfismen zijn uit G. Zowel (fals l))
beelden dan iedere 0(. af op een wortel van xn T ay dus er zijn

getallen Cf en (I/ z6 dat
P =d E

@) =, :
! 3 Pi, ¥
Dus «y«y)(«)—cf(y(o())—cf(o(g o(§ § - ¥

en (P.PE) =YYA ) q;(dig%) =°(i~§ ig i =°(i\gpi+‘f71
(qz,tf)(o(i), i=1, ..., r.

Daar 0‘1, soey 0(; een stel voortbrengenden is van K over k geldt

dus dat @.P=¢. .

Er geldt dus dat QP>

Stelling 2. Als K het ontbindingslichaam is van f(x) = xp - a en
e
als k een primitieve p eenheidswortel bevat, waarbij p een priem-

getal is, dan is K = k, of xp-a is irreducibel en de Galoisgroep

G van K over k is een cyclische groep van de orde p.
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Bewi js. Laat &K een wortel zijn van Xp—a eng een pe eenheidswortel.
Dan zijn & a(gz, ”..,o(fp alle wortels van x'-a, z4 dat K = k@)

en [K : k 5; p. De orde van G is dus kleiner of gelijk aan p.

Voor iedere @& G is er een r, 0 r\( p, z6 dat @ EX) =°(§r.
Dus'(fp(o() = EHP =k,

De orde van c(is dus een deler van p. Als q7niet de identieke afbeel-
ding is, dan heeft q7dus juist een orde p en bestaat G dus uit de

machten van CF

Definitie 2. Een uitbreiding K van een lichaam k heet een uitbreiding

door middel van radikalen als er lichamen k = KO’ Kl’ ey Kr = K
bestaan, zo dat Ki = Ki_l(di), i=1, ..., r, waarbij di wortel is
ni
van een vergelijking van de vorm x - a.:,L = 0, aiéKi-l'
k=K ceban = K.
OCKlC CKr K

Opmerking. Wij zullen steeds aannemen dat het grondlichaam k primi-
tieve nide eenheidswortels bevat voor i =1, 2, ..., r.

Dan is ieder lichaam Ki een normale uitbreiding van Ki- K hoeft

1
dan echter nog geen normale uitbreiding van k te zijn.

Wel kunnen wij K dan uitbreiden tot een lichaam L zo dat L een uit-
breiding is van k, door middel van radikalen en zd dat L normaal is

over k.

Stelling 3. Iedere uitbreiding K van k door middel van radikalen is

bevat in een normale uitbreiding L van k door middel van radikalen.

Bewijs. Stel kCK,lC CKr = K.
Wij zullen deze stelling bewijzen door inductie naar r. n

_ . . 1
1 = k(dl), waarbljcKl wortel is van x a .

Daar k een primitieve nlde eenheidswortel bevat is K1 normaal over k.

Laat nu de stelling bewezen zijn voor alle rijen met lengte r-1.

Als r =1, dan K = K

Dan is er dus een normale uitbreiding L van k zd dat Kr_ICLL en
L een uitbreiding door middel wvan radikalen is van %.

Zij nu K = K_ = K___ () waarbij of wortel is van x ~ - a_, a €K
r r-1 r r r r

°

r-1
1 s
Laat ar, ar, ooy ar alle wortels zijn van het minimale polynoom van
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a, over k. Daar aré Kr_1CL en L normaal over k geldt ook a;eL,

i=1, ..., 8.
n n n
L. T r 1 r s
Zijnu £(x) = (x~ ~-—a)dx -2a) ... (x - a )eL{x] en laat
r r r

E het ontbindingslichaam zijn van f over L.
1
i = L, =L e = ij

D?n is LCL L(o(H)C p = LG C ch(cxj) E, waarbij
A~ wortel is van x © - al.

r r
E is dus een uitbreiding door middel van radikalen van L en dus
ook van k. Verder geldt dat K _ ) = K CL(X) CE.

Daar ieder automorfisme uit de Galoisgroep van L over k de elementen
ar, a;, coay ai permuteert, liggen de co8fficiénten van f(x) in k

en is E dus het ontbindingslichaam van een polynoom uit kE?].

E is dus normaal over k.

Definitie 3. Zij f(X) een polynoom uit k[?] en o{ een wortel van
f(x). Als { bevat is in een uitbreiding K door middel van radikalen
van k dan zeggen wij dat &K uitgedrukt kan worden in radikalen.

Als alle wortels van f uitgedrukt kunnen worden in radikalen dan

heet f oplosbaar door middel van radikalen.

Opmerking 1. Het is duidelijk dat als f irreducibel is en minstens
één wortel van f uitgedrukt kan worden in radikalen, dan is f
oplosbaar door middel van radikalen. Immers als ¢ wortel is van f en
d &K, waarbij K een uitbreiding is van k door middel van radikalen,
dan is er volgens stelling 3 een normale uitbreiding L van k door
middel van radikalen die K omvat.

Daar & &L, ligt iedere wortel van f in L.

Opmerking 2. Een wortel ¢f van het polynoom f(x) ekﬁa kan uitgedrukt
worden in radikalen als of zich uit de coéfficiénten van f berekenen
laat door middel van rationale operaties en worteltrekken.

A is dus een uitdrukking van de vorm

«- V.. quﬁ
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Zoals bekend is, is iedere vergelijking van de tweede, derde of
vierde graad oplosbaar met behulp van radikalen. Voor vergelijkingen

met hogere graad is dit niet meer het geval.

Stelling 4. Als het polynoom f(x)ékEc] oplosbaar is door middel
van radikalen, dan bevat de Galoisgroep G van £(x) een rij onder-
groepen G = G0 :)Gl D ... :)Gn = E zo dat Gi een normaaldeler is

van Gi— en zb dat de factorgroep Gi__l’/Gi abels is,

1
Bewijs. Laat L een normale uitbreiding door middel van radikalen

zijn van k, zo dat het ontbindingslichaam K van f bevat is in L.

kC.ch.KzC CKr= L.

Dgar voor iedere i Ki een Kummer uitbreiding is van Ki—l is de

Galoisgroep van Ki over Ki— abels (Stelling 1). Met de rij

1
k C’Kl C KZC‘ oes C'Kr = L correspondeert een rij ondergroepen.

G(L/}:)’.)G(L/Kl) OG(L/KZ):) G(L/Kr) = B,
Daar Ki normaal is over Ki~1 is G(L/Ki) een normaaldeler van
G(L/Ki_l)°

Verder is G(L/K,  )/G(L/K.) % G(K,/K._|) en dus abels.
Zij nu G de Galoisgroep van K over k. Dan geldt daar k¢ K€ L en
K normaal is over k dat G(L/K) een normaal deler is van G(L/k)

en de Galoisgroep G is isomorf met

G(L/k)
G(L/X)

G is dus een homomorf beeld van G(L/K). Zij1u1LFde homomorfe af-
beelding van G(L/k) op G. Dan geldt

cF(G(L/k)) =G Og = (r(G(L/Kl)) D6, = C[?(G(L/Kz)):) o DG, =@E) = E.

Iedere Gi is normaaldeler wvan Gi— en Gi—l/Gi is abels.

1

Opmerking LMet behulp van deze stelling kan men nu het bestaan aan-

tonen van hogere machtsvergelijkingen die niet oplosbaar zijn door

middel van radikalen. Laat nl. f(x) een polynoom zijn uit kEﬂ
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z6 dat de Galoisgroep van f gelijk is aan G.

Stel dat het niet mogelijk is in G een rij ondergroepen te vinden

die voldoen aan de voorwaarden van stelling 4, dan is f(x) niet
oplosbaar door middel van radikalen. Men kan bewijzen dat ook het
omgekegrde geldt.

Heeft ﬁen dus een polynoom met Galoisgroep G zo dat er wel een der-
gelijke rij ondergroepen bestaat, dan is f(x) oplosbaar met behulp van
radikalen. Een groep die aan de voorwaarden van stelling 4 voldoet

heet oplosbaar.

Opmerking 2. De aanname dat k genoeg nde eenheidswortels bevat is in
de bovenstaande stelling niet nodig. Immers laat K het ontbindings-
lichaam zijn van f en laat f oplosbaar zijn door middel van radikalen,
Door aan K een primitieve nde eenheidsworteljg,te adjungeren krijgen
wij een lichaam K* dat nog steeds normaal is over k. K* kunnen wij
ook krijgen door eerst aan k;gte adjungeren, k* = kg? en daarna de
radikalen k € k* € K¥. Zij nu G* de groep van K*¥ over k*, G de groep
van K*¥ over k en GO de groep van k¥ over k., Dan is GO abels en

G0 = G/G¥, Daar G* oplosbaar is, is ook G oplosbaar.

De factorgroep G/H met H de groep van K* over K is isomorf met de

Galoisgroep van f en dus is deze oplosbaar. (G/H is homomorf beeld

van G).

Voorbeeld. Zij K het lichaam van de rationale getallen en

f(x) = x5 - 4x + 2,

Uit het irreducibiliteitscriterium van Eisenstein volgt dat f(x)
irreducibel is oven k.

Gemakkelijk kan men tevens bewijzen dat f(x) precies 3 reéle wortels
heeft, zeg 0(1, 0(2, 0(3, Dan zijn de twee andere wortels 0(4 en 6(5, twee
complexe getallen zd dat 5(-4 =

5
Zij nu G de Galoisgroep’van f en K het ontbindingslichaanm.

G kan dan opgevat worden als een ondergroep van de symmetrische groep

S5. De wortels van f(x) worden immers door iedere (eéG gepermuteerd.
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Zij nu g(o(l, ...,0(5) een willekeurig element van K (d.i. een poly-
noom ino(l, ov ey 0(5 met coéfficiénten uit k) en laat «f de afbeelding
zijn van K in K gedefini8erd door ﬁ?(g(o(l, ceey 0(5)) = Eaf“—z’ cees 5(-5) .

Daar alle coé&fficiénten van g evenals o\l,okzyc( 3 re€el zijn is

S s Rys oo KD = gWh L Ry, ook ) |

Men kan nu gemakkelijk bewijzen dat cf een automorfisme is van K over
k en dat dus de permutatie (45) bevat is in G. Verder is G opgevat
als permutatie groep transitief (d.w.z. voor ieder tweetal getallen
xeny, 1¢{x¢{5 1£yg5, is er een (PEG met P(x) = y).

Uit deze twee eigenschappen volgt nu dat G = S5.
Lemma 1. Iedere transitieve ondergroep G van de symmetrische groep
85 die een willekeurige transpositie (xy) bevat is gelijk aan 85.
Bewijs. Stel dat (12) &G. Voor iedere transpositie (xy) en iedere
permutatie @ geldt o'—l.,(xy) = (OF(Y)) .
Uit de transitiviteit van G volgt dan dat elk van de getallen
1, 2, 3, 4 of 5 in minstens één transpositie uit G voorkomt.
Wij kunnen nu 2 gevallen onderscheiden.
le) éénzelfde getal komt in 3 transposities voor,
b.v. (12), (13), (14) € G. Maar dan ook een transpositie met
5 in G, b.v. (52)e& G.
Maar dan ook (52)(12)(52) = (15)&€G =G = S,.
2e) éénzelfde getal komt in hoogstens 2 transposities voor b.v.
(12),(13) &G.
Daar ook (12)(13)(12) = (23) @G , moet dus (45) &G. Daar G
transitief is, is er een &G met <(4) = 1, ot (45)0” = (T(D)T(5)) =
= (1 &(5)) &G. N
Dus (5) = 2 of U(5) = 3; wegens de symmetrie mogen we aannemen
g6 = 2.
Maar dan is 0(13)0’_1
x =1, 2, of 3.

@ W o @) = (4x) €6, terwijl

Dit is in strijd met het feit dat de getallen 1, 2 en 3 in hoog-

stens twee transposities voorkomen.
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Lemma 2. Als een ondergroep H van S
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5
Wij hebben nu dus een polynoom f(x) = x - 4x + Zek‘_x] zb dat de
Galoisgroep van f de symmetrische groep 85 is. Wij bewijzen nu dat
S_ niet oplosbaar is, en dat f dus niet oplosbaar is met behulp

5
van radikalen (stelling 4).

5 iedere permutatie van de vorm

(xyz) bevat en als N een normaaldeler is van H zb dat H/N abels is,

dan bevat N iedere permutatie van de vorm (xyz).

Bewijs. We zullen bewijzen dat (123) &N. Zij f de homomorfe afbeel-

ding van H op H/N. Stel £((412)) = x en £((253))=y. Dan is xy = yx
-1 -1
dus xyx ¥y = E,
-1 -1
Hieruit volgt dat (412) (253) (412) (253) “&N.

Maar (412) (253) (412) T(253) % = (123). Dus (123)&N.

Lemma 3. S_ is niet oplosbaar.

5

Bewijs. Zij 85 = GOD Gl QGZD Gn = E een rij ondergroepen

van S_ zo dat G, normaaldeler is van G, en G, /G, abels is.
5 i i- i-1 i

1

Daar Go = 85 alle permutaties van de vorm (xyz) bevat, bewvat ook

G1 alle permutaties van de vorm (xyz) en dus ook verder iedere Gi

(lemma 2), i =2, ..., n.

De rij Gi kan dus niet eindigen met een groep Gh die alleen uit de

identiteit bestaat.
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§11. Primitieve eenheidswortels en cyclotome polynomen

We bekijken over het lichaam der complexe getallen de volgende ver-
gelijking:

x0 -1 =0.

Uit de Analyse is bekend dat de n complexe wortels gegeven worden

door:
211 2wkl 21(n-1)1

‘Sn’():l 'Sn,l:en...gn,k:en ...jn’n_1=e n

(ga na dat de bovengenoemde complexe getallen aan de vergelijking

voldoen en onderling ongelijk zijn).

211k

Definitie: Het getal:sn k= © " heet een n° eenheidswortel. Als
3

n en k onderling ondeelbaar zijn heetisg Xk een primitieve
H

e
n eenheidswortel.

Bezitten n en k een grootste gemene deler d die groter is dan 1 dan

geldt:
211 k 241 k/d
n

So.=e e MU

ol
o

Aangezien ((k/d), (n/d)) =1 is }; . een n/d° primitieve eenheids-
?

wortel. Duidelijk is dat n/d een deler van n is,

Hieruit volgt: Iedere ne eenheidswortel is primitieve de eenheids~-
wortel voor é&&n en hoogstens &é&n deler van n., Omgekeerd is voor
iedere deler d van n een de eenheidswortel tevens een ne eenheijids-
wortel .,

Combinatie van deze twee uitspraken geeft:

Prop. 1: De verzameling van de ne eenheidswortels is de vereniging

. e .
van de verzamelingen der primitieve d eenheidswortels als

d de delers van n (incluis 1 en n zelve) doorloopt.
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Prop. 2: De ne eenheidswortels vormen onder vermenigvuldiging (als

complexe getallen) een cyclische groep van de orde n.

Bewijs: Uit (§_ k)n = 5, 1)n =1 volgt dat
g 7

-1 n n n, -1 - -1
(3n,k "Sn,l) = (f R (3 P =l.1 =1 dus
-1 . e .
} 3 is weer een n eenheidswortel.
n,k n,l ]

Hieruit volgt dat de ne eenheidswortels een ondergroep

vormen van de vermenigvuldiging groep der complexe getallen.

Uit het feit dat:;n 1= ezﬁi/n een genererend element is
?

volgt dat het een cyclische groep is.

Aangezien we alle wortels van xn - 1 = 0 gevonden hebben kunnen we

schrijven:
R R NI AR IO S POy SN P

In het rechterlid groeperen we nu de termen (x- k) alst§; x de

H H
verzameling der primitieve de eenheidswortels doorloopt en dit doen
we voor iedere deler d van n. Volgens prop. 1 krijgen we iedere

term precies één keer.

Stel
éd= Trn (x—;n.k)'
(n,k)=—
d
Dan volgt:
xn - 1= "T7 .
d/n Eh

\

b

d
We zullen aantonen dat al deze co&fficiénten geheel zijn.

is een polynoom met complexe coéfficiénten.

Prop. 3: é& is een polynoom uit‘ZL[xl voor ieder mnatuurlijk getal k.

Het bewijs gaat met volledige inductie:
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Aangezien él(x) =x - 1 is de stelling juist voor k = 1.

Stel ik heb de stelling bewezen voor k £ n dan geldt:

n ——

L1 Tow. &
a/n ¢ n
d#n

-1 en 'ﬁ &d(x) zijn polynomen inZ[x].
d/n
d#n

Verder volgt uit de definitie van &d(x) dat de cogéfficiént van
de hoogste term altijd 1 is. Ik kan dus binnenZ[x] het delings-
algorithme uitvoeren en aldus @n(x) uitrekenen. Op deze wijze
kan ik constateren dat ook &n(x) een polynoom met gehele co&ffi-

ciénten is.

Bij het bewijs van de irreducibiliteit wvan &n(x) worden enige eigen-

schappen van congruenties modulo een priemgetal p gebruikt. Wij

zullen deze eigenschappen hier noemen en afleiden.

Definitie: Stel f(x) en g(x)éZ(xl dan heten f(x) en g(x) congruent

modulo p (noteer f(x) = g(x) (mod p)) indien geldt:

f(x) - gx) = p . h(x) waarbij h(x)él[x].

Eigenschappen:

Als f(x) = g(x) (mod p) en h(x)

k(x) (mod p) dan geldt:

f(x) + h(x) = g(x) + k(x) (mod p)
f(x) - h(x) = gx) - k(x) (mod p)
£f(x) . h(x) = g(x) . k(x) (mod p)

N

In het algemeen geldt voor iedere geheeltallige veelterm Q

Q(f(x)) = Q(g(x)) (mod p).

Een tweede belangrijke eigenschap is

E&E + g@N? = NP + (@ (mod p)
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smmers:  (£(0) + g@)® = ¢ e)P + D @@L gL+ P2
(€GP 4 (g P

en (f) oo (pfl) zijn allen deelbaar door p.

Evenzo geldt: (£(x) + g(x) + hx)F = &P + (gx) + hx)HP =
=P + ENP + &) mod p).

In het algemeen geldt: Als F een geheeltalligé veelterm is in

fl(X), csoy fk(x) dan geldt:
e, 00, ony £,600]P 2 PO GNP, L, (£,GDP) (mod p)

(Schrijf F uit als som van enkelvoudige termen (dus Zfl = fl + fl)

en pas daarop bovenstaande regel toe).

De kleine stelling van Fermat is een speciaal geval van bovengenoemde
stelling:

p

Voor a &N geldt: a = a (mod p).

Immers ap= a+1+ ... +1)palp+1p+ +1P = a (mod p)

a-keer a-keer

Stelling: é;(x) is irreducibel over de gehele getallen voor iedere

natuurlijke n.

Bewijs: Laat f(x) een irreducibele factor zijn van x" - i, f(x)é:ZZ[X&.
Ik schrijf nu

k
f(x) = 'Tr (x - £j) waarbij 53 n® eenheidswortels zijn.
Y

Uitgeschreven: £(x) = x* + a x i P a, .
ak is als product wvan ne eenheidswortels zelf weer een een-
heidswortel en is bovendien geheel dus ak =+ 1.
k k k-1
Zij nu gx) = T & - E?) =x -+ blx + ... F bk waarbij
j=1

p een priemgetal is dat geen deler van n is.
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: .
Nu is bk =a = + 1,
De b1 zijn gehele symmetrische veeltermen in de i? dus gehele

symmetrische veeltermen in de 23. Dan zijn de b1 volgens de
hoofdstelling over de symmetrische polynomen gehele veelter-

men van de a1 dus zeker geheel.

Ik kan de stelling over de congruenties toepassen.

by = GE], s €D = (g, weny £7 = a0 =a. (mod p)
Hieruit volgt f(x) = g(x) + p » h(x).

f(x) is irreducibel, f(x) is dus een deler van g(x) of f(x)

en g(x) zijn onderling deelbaar.

Veronderstel f(x) en g(x) onderling ondeelbaar. Aangezien alle
wortels van g(x) n® eenheidswortels zijn is g(x) evenals f(x)
een deler van xn -1,

n

x -1 =1£(x). gx) . k(x). Afgeleide nemen geeft:

n = 20 L g0 L k@) + £ . g’ () . kG +

+ £(x) . g(x) - k'(x).

Dus n . k" L= £1(x) , ((£G) - p . h(x)) . k(x) +

+ f(x) . g'(x) . k(x) + £(x) . g(x) . k'(x). Omordenen geeft:
n . xnm1 = f(x) . Q(x) + p . R(x). Hierbij mag ik veronder-—

stellen dat alle coéfficiénten in Q(x) onderling ondeelbaar
zijn met p.

& 1 = (x + a,x 1 toee. * 1)(cpxr + ... + csxs)+p.R(x).

.

Er zijn nu twee mogelijkheden:

le) Q(x) = 0. Dan geldt: n . xn 1 =p . rx).

Dit is in strijd met p geen deler van n,

2e) Q(x) # 0. Nu zijn er in het rechterlid twee co&fficiénten
aan te wijzen die niet deelbaar zijn door p (nl. die van
de graad k+r en van de graad s) terwijl links maar één

coéfficiént is die niet door p deelbaar is. De afgeleide

identiteit voert dus tot een tegenspraak.
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We mogen dus niet veronderstellen dat f(x) en g(x) onderling
ondeelbaar zijn, Aangezien f(x) een deler van g(x) moet zijn
terwijl de graad gelijk is en ze beiden een coéfficiént 1

hebben voor de hoogste term zijn f(x) en g(x) gelijk.

Nu volgt de irreducibiliteit van &n(x).

Aﬁ%%ezien die irreducibe%e_factor f(x) van én(x) waarvan

——— .

P,+PeeseD
e n een wortel is ook e o 12 s als wortels heeft

(waarbij pi geen geen deler van n is) zijn alle primitieve
ne eenheidswortels wortel van deze irreducibele factor,
Dus f(x)‘ Qn(x) en 4;(x) | £(x) zodat £(x) = 4;(x) waarmede

het bewijs is voltooid.
271

Tenslotte de Galoisgroep G[é(e n )/Q]. ' omi

Teder automorfisme voert de primitievez%?nﬂeidswortel e n over in
een andere primitieve eenheidswortel e n (waarbij (k,n) = 1),
Deze operatie bepaalt het gehele automorfisme. Vpor iedere k die

met n OE%?rling ondeelbaar is geeft deze operatie een automorfisme

van Q(e n ). Noem dit automorfisme ak.

Dan kan men eenvoudig inzien:

q;

— =3 i
=T & k =k’ (mod n)

en
dk '°}1= aL-m

Hieruit valt af te leiden dat de automorfismengroep homeomorf is met
de multiplicatieve groep van onderling ondeelbare restklassen modulo n.

Dit is als bekend uit de getallentheorie een abelse groep van ?(n)

elementen, Hierbij is ¢(n) de indicator van Euler.
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§12, Vraagstukken over lineaire algebra en Galoistheorie

I, Vectorruimten

1) V is de vectorruimte, bestaande uit alle homogene tweedegraads-

veeltermen in x en y, met coéfficiénten uit R.

Het endomorfisme ¢”is gedefiniderd door o'(f) = (x+y)%§ + (x—y)%§°

a) Welke dimensie heeft V? geef een basis voor V.
b) Bepaal Im ¢ en Ker O,
c) Los op: 0(f) = xz + yz

o(g) 2 2

X =¥V .

2) Gegeven het stelsel vergelijkingen:

x + (2-3)y + (X-2)z - -t = 2
(%+1)x + (-3)y -2z + (L-®)t = 0
X . 2y - 2z = -2
(1-e)x + (3K-3)y + (2K-2)z -t = 4

a) Voor welke waarden van & is er niet precies é&&n oplossing?
Bepaal in deze gevallen alle oplossingen van het stelsel verge-

lijkingen.

3
3) De afbeelding @: R -ﬁrRa zij als volgt gedefini8erd:

o%xl, x x3) = (3x1—x X +x2, Xl).

2’ 2’ M
a) Bewijs dat @ een lineaire afbeelding is.

b) Geef de matrix aan die bij o behoort,

N 3
4) Zij o’ de lineaire afbeelding van R in R die bepaald wordt door:

Ker @ = {(x,y,z)/x + 2y + z = 0}
o((1,1,1)) =1,

Bepaal ¢((3,6,2)).
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II. Groepentheorie,

1 r
1) Bewijs dat de matrices van de vorm ( o 1 ) (met r & R) met de
matrixvermenigvuldiging als operatie een groep vormen.

Met welke groep is deze groep isomorf?

2
2) Men beschouwt in R de transformaties fn n gedefiniéerd door:
?

fn m((x,y)) = ((—1)nx+m,y+n), n en m geheel.
9

Bewijs dat deze transformaties een groep vormen.

3) Gegeven zijn de volgende groepen:

A is de optelgroep der gehele getallen.
is de multplicatieve groep der positieve reéle getallern.
is de optelgroep der re&le getallen.

is de oneindige cyclische groep.

H 9 Q W

is de optelgroep der rationale getallen.

Welke van deze groepen zijn isomorf?.
4) Bepaal alle ondergroepen van de symmetrische groep S3u

5) Zij G de groep van alle congruente afbeeldingen van het vlak op

zichzelf, en zij H, de ondergroep van alle rotaties om de oorsprong,

1

en Hz de ondergroep van alle translaties.,

a) Is Hl normaaldeler van G?
b) Is H2 normaaldeler van G?
Aanwijzing: Bewijs eerst, dat elke congruente afbeelding q>te

schrijven is als het product van 1) een spiegeling s om de x-as;

2) een rotatie r om de ocorsprong en 3) een translatie t; dus

Cf== t .r . s,
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6) Zij G de groep van alle congruente afbeeldingen van een kubus op

zichzelf, die &&n hoekpunt invariant laten.

Geef een voorstelling van G als permutatiegroep van de hoekpunten,

7) Zij G de multiplicatieve groep van alle rationale getallen van de
k m
vorm 2= 3 Sn (k, m en n geheel) en laat H de ondergroep zijn, die

k
bestaat uit alle getallen 2 ,

Beschrijf de nevenklassen van H in G.

Waarmee is de factorgroep G/H isomorf?

IIT1. Galoistheorie

4
1) Bewijs, dat de Galoisgroep van de vergelijking x - 5 =0 t.o.v.

Q(i) cyclisch is. Beschrijf de Galoisgroep t.o.v. Q.

3
2) Laat zien, dat de vergelijking x - 3x + 1 = 0 normaal is, door de
wortels rationaal in &én er van uit te drukken. Beschrijf de auto-

morfieé€n van het ontbindingslichaam.
. . s sy 4 3 . . .
3) Bewijs, dat de vergelijking x - 2x + 9 irreducibel is over Q.

4) Bewijs, dat de symmetrische groep S, oplosbaar is.

3

5) Als f(x) een irreducibele veelterm van de derde graad voorstelt,
wat zijn dan de mogelijkheden van de Galoisgroep van f(x).
6) Bepaal de graden van de ontbindingslichamen van de volgende poly-

nomen over Q:

a) x4 + 4x3 + 6x2 + 4x + 2,

b) x4 - 6x3 + 4x2 - 6x + 3,

c) x4 - 2x3 + 5x2 - 4x + 6,
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d) x3 - 3x2 - 10x + 24,

e) x3 - sz +x— 1,

7) Bewijs, dat het ontbindingslichaam van een polynoom van de graad

n hoogstens de graad n. heeft.

8) Beschrijf volledig de correspondentie Ondergroepen-Deellichamen

4
van het lichaam Q(i, \/’53 over Q.
9) Bewijs, dat Qgﬁ) niet normaal is over Q, als /5een willekeurige
wortel is wvan x4 - 32x +2 =0,
IV. Construeerbaarheid

1) Voor welke van de volgende hoeken is de trisectie mogeli jk?

1
a) 35 rad.
b) arc cos %% 5
¢) arc cos -115/128
d) -%‘ rad.

e) arc cos 3/16

yal
f) 13 rad.
137
&) g7ag rad.
21
5

2) Constructie van de vijfhoek. Stel z, = e .

P . TN + = - + Poog—
Bewijs dat z, +'z, tzg t+ 2, 1 en dat (z1 z4)(z2+z3) 1.

Laat zien hoe hieruit een constructie van de vijfhoek is af te

leiden.
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Oplossingen,

I.
. . 2 2
1) a) Dim V = 3; Basis: x ; Xy; ¥ .
2 2 2 2
b) Im 0= H(x +xy; xy-y ); Ker 0= H(X™ - 2xy - y. ).
c) xy@H(xz—ny+y2); geen oplossing.
2) a) K= 0: K=1;: o= 2,
b) &= 0: geen oplossing; %= 1: geen oplossing;
2: (2,0,3,0)0H(1,0,1,1).

o
3) b) [3 -1 0
(1 1 0
1

4) 4%,

II.
1) Isomorf met R.
f = 1 .
2) fl,p ° n,m f1+n,(-—1) m+p
3) A e D (beschouw in A 1 als generator). B ©C (logarithme).

4) (1); (1),@12); 1),A3); @),(23); 1),(123),(132); en S, zelf,

3
5) a) neen; b) ja.
6) Al EFGH de kub is t A invariant, dan S, over (B,D,E)
S apcp e kubus , me invariant, da 5 Ove ,D,E).

k _m _n
7) a) De nevenklassen zijn van de vorm: 2 3 5 , met vaste n en m

en variabele k. De factorgroep is isomorf met de groep 3n 5m.

\

II1I.
1) De ondergroep van S4 die gegenereerd wordt door de elementen (1234)

en (12) is isomorf met de gevraagde groep.

2 4 2
2) X, = X5 X, = X 2; Xg = X 4x1 + 2,
De Galoisgroep is isomorf met de even permutaties van S3: Aé.

4) S;D4A,D fet.

5) S, of Ag.

6) a) 4; b) 4; ¢) 2; d) 1; e) 6,

Iv.

1) a) ja; b) ja; c) ja; d) nee; e) ja; f) ja; g) Jja.

2) Door constructie van (zl+z4) en (zz+z3) uit de vergelijking

x2 -x=-1=0,

&
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(12) E.T. Bell, Men of Mathematics (New York, 1937)
(13) D.J. Struik, A concise history of mathematics (New York, 1948)

(14) G. Helmberg, Mathematicus Scribens; oratie Eindhoven, 1966

Enige citaten

- E, Galois, Discours préliminaire, zie (6): "Si maintenant vous me
donnez une équation que vous aurez choisie & votre gré et que vous
désiriez connaitre si elle est ou non soluble par radicaux, je
n'aurai rien & y faire que de vous indiquer le moyen de répondre
a4 votre question, sans wouloir charger ni moi ni personne de le
faire. En un mot, les calculs sont impraticables'.

- Verriest over Galois, zie (8), blz. 58: "Tant par le résultat obtenu
que par les considérations qui y conduisent, (sa) découverte est
peut-&tre la plus grande qui ait jamais été& faite dans le domaine
de 1'algdbre’.

~ Dieudonné& over Galois in (7), Voorwoord: "Ses idées sont & la source
méme de 1'Algébre moderne”.

"On est frappé de 1'allure &trangement moderne de sa pensée, son
insistance sur le caractére conceptuel des mathématiques, son
aversion pour les longs calculs masquant les idées directrices, son
souci de grouper les problémes selon leurs affinités profondes de
structure ( ), tout cela nous est maintenant familier'.

"I1 était parvenu 3 1'essentiel de la thdorie des intdgrales
abéliennes, telle que Riemann devait les développer 25 ans plus tard".

- G.A. Miller in Finite Groups, blz. 85 (1916): "Abel and Galois solved
two fundamental problems in the theory of equations by means of sub~
stitution groups, ;ﬁd thus they directed attention to the usefulness
of this subject (Cf Part III)". Noot van Tj.S.V.: in dat Part III
behandelen Miller c.s. de 3 antieke problemen; de buigpunten van een

kubiek; de 28 bitangenten asan een quartiek; de 27 rechten op het

derdegraads eppervlak., Verg. ook (10),
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- Struik, zie (13), blz. 223/4: "This mess (''ce gachis') contaiﬁgd
no less than the theory of groups, the key to modern algebra and
to modern geometry'.
"We may speculate on thebpossibility that if Galois had lived, modern
mathematics might have received its deepest inspifation from Paris
and the school of Lagrange rather than from G6ttihgen and the school
of Gauss'.

- Klein in "Entwicklung", I, blz, 89, over Galois:
"Des Ausgabe (Liouville's, in 1846, Tj.S.V.) ist ein Portrit der
jugendlichen Autors beigegeben, dessen Knabenhaft kecker, fast mut-
williger Ausdruck den seltsamsten Gegensatz bildet zu dem wunderbar
tiefgehenden, dabei Véllig-klaren, reif durchgebildeten Text des
Werkes. Dieser Gegensatz veranschaulicht der inneren Widerspruch,
an dem Galois zugrunde gegangen ist. Eine unerhorte Friihreife,
verbunden mit einem nicht zu béndigendem Temperament, dass sich
keiner Ordnung, keiner Regel fligen wollte, eine Leidenschaftlichkeit
des Wesens, die sich selbst verzehrte, lassen ihn als den typischen
Vertreter des ungeordneten, echt franzdsischen Genies erscheinen.
Noot van Tj.S.V.: het portret is van een 15-jarige, zie (7). Wie zich
verbaast over de lichtzinnige algemeenheid van Klein's slotwoorden,
bedenke dat de Vorlesung, in zijn woning en voor een kleine kring,
gehouden werd in oorlogsjaar 1915, ‘

11"

- Verriest in (8), blz. 45: '..... en arithmétique on fait des
opérations déterminées sur des nombres déterminés, en algébre on
fait des opérations déterminées sur des nombres non déterminés, dans
la théorie des groupes abstraits on &tudie des opérations non

déterminées effectuées sur des objects non déterminds’.

Enige jaartallen

ca 100 : 2-de graads vérgelijking reeds bij Heron, Alexandrié.
ca 1000: de dichter, astronoom en wiskundige Omar Khayyam (= Tentma-
kers) te Merv, Perzi&, over de 3-de graads vergelijking.

ca 1150: Gerhard van Cremona vertaalt te Toledo veel uit het arabisch,

o.a. over algebra.
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ca 1500 : Europa leert boekdrukkunst en ontdekt Amerika.
1515 : Scipio del Ferro, van de befaamde universiteit te Bologna,

vindt de oplossing der 3-de graads vergelijking.

1535 : Tartaglia (= de Stotteraar) idem.

1545 : Cardano idem; noemt Tartaglia.

1540 : Tartaglia lost de 4-de graads vergelijking op.
1770 : Lagrange publiceert (4).

1777 : Gauss geboren.

1789 : Cauchy geboren.

1801 ¢ Gauss en de regelmatige 17-hoek.

ca 1820 : Rage der 5-de graads vergelijking (verg. de pi-rage).

1802-1829: Niels Henrik Abel, Noor.
1811-1832: (mei): Evariste Galois.

1815 : Boole geboren, Brit.

1826 : Abel publiceert (5).

1830 ! Galois stuurt (6) in.

1846 : Liouville publiceert (6), na veel vlijt en aandrang van

broer A. Galois en vriend A. Chevalier.
(1848 : Boole's brochure (9) -)

(1870 : G. Cantor begint te publiceren over Verzamelingenleer.)

Wat Abel en Galois gemeen hadden

Tijdvak der romantiek. Merkwaardige moeder (A: mooi en vrolijk als

haar zoon; G: geleerd en paradoxaal; overleefde haar zoon 40 jaar).
Lazen jong Lagrange en 'losten'” met 16 jaar de 5-de graads vergelijking
"op'", doch natuurlijk fout.

A overleed aan armoe en tering, G aan domheid en onrust (verg. (12):
Genius and Poverty; Genius and Stupidity).

Wat A bewees voor de 5-de graads vergelijking, bewees G voor elke
graad, tevens aanwijzend wanneer "oplossing” toch weer wel mogelijk.

Van beiden gingen waardevolle manuscripten teloor op een hooggeleerde

tafel; o.a. op Cauchy's tafel.(A 24-10-1826 aan Holmboe: ''Cauchy est

fou" (C is gek)).

&
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A had als grote vriend Crelle; G als bescheiden vrienden leraar
Richard en makker Chevalier.
Beiden openden een weg in de functie-theorie, verg. Abel met Jacobi

en Galois met Riemann.

- 8. Lie over A en G (in 1897): Die’Mathématiker unserer Zeit werden
erst durch das Studium von Abel's durchsichtigen und tiefen Unter-
- 'suchungen in den Stand gesetzt, Galois' ebenso schwer zugaenigliche

als tiefe Ideen zu verstehen,.

Het Frans heeft voor wortel en wortel naar behoren twee woorden :

racine en radical.

Uit het korte leven van Evariste Galois

1811: oktober, geb. te Bourg-la Reine bij Parijs.
Vader hield een jongens-pensionaat.,

1815: (de 100 dagen) Vader wordt burgemeester.

1828: Eerste publicatie, als lyceist; door Cauchy zoekgemaakt.

1829: Tweemaal afgewezen voor de beroemde Ecole Polytechnique.

1829: naar de Ecole normale.

1830: vandaar verwi jderd.

1830: Secretaris der Académie overlijdt waardoor weer een manuscript
zoek.

1830: in conflict met de politieke politie, En zie (6).

1831: Poisson stuurt manuscript terug als onbegrijpeli jk.

1831: 8 maanden in het gevang, bespot door geboefte.

1832: wegens slechte gezondheid op erewoord beperkt vrij.

1832: nacht van 29 op 30'mei: schrijft inderhaast zijn wetenschappelijk
testament (aan Chevalier, bestemd voor Jacobi en Gauss. ~ Zie
in (7) de 7 blz. die beginnen met blz. 173, P.M.: 'ce gichis";
gidchis = rommel; smeerboel ; metselspecie,)

1832: 30 mei: blijft na duel liggen met buikwond;

31 mei: sterft aan buikvliesontsteking in het ziekenhuis.

Tot zijn jongere broer: ''Ne pleure pas, j'ai besoin de tout

mon courage pour mourir A vingt ans".




Se
Dichtregels van G. tussen zijn calculaties:
"L'&ternel cyprés m'environne: / Plus pile que la pile automne, /

Je m'incline vers le tombeau'.

Over de onbekende, x (zie M. Cantor, Geschichte, I)

Arabisch : sjai (ding); dzjidz (wortel).
Hindoe ¢ yaavat - taavat.

Latijn : tantum quantum (!); ook radix.

Italiaans: cosa (de ''cossisten’).




